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ТАБЛИЦЫ КОНЪЮНКТИВНЫХ ЗАПРОСОВ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ
Г ал я  А н г е л о в а
Л а б о р а т о р и я  м а т е м а т и ч е с к о й  л и н г в и с т и к и  
И н с т и т у т  м а т е м а т и к и  с  ВЦ, БАН
София, Б о л г а р и я
1. ВВЕДЕНИЕ
Понятие "таблица" введено в / 1 /  и / 7 /  как средство 
изучения класса реляционных запросов, которые в реляционной 
алгебре представлены при помощи выражений, содержащих толь­
ко операции (У  (селекцию), ЗХ (проекцию) и J (соедине­
ние), Это так называемые SPJ -  выражениям, составляющие 
важный класс выражений в реляционной алгебре. Каждому SPJ -  
выражению поставлена в соответствие таблица, а путем преоб­
разования этой таблицы возможно получить множество s p j  -  
выражений, эквивалентных данному; возможно также выделить 
среди них то SPJ -  выражение, которое содержит наименьшее 
число J -  операций и таким образом оптимизировать на­
чальное s p j  -  выражение по отношению числа J -  опера­
ций. При помощи понятия таблицы можно представить необходи­
мое и достаточное условие сильной и слабой эквивалентности 
двух заданных SPJ -  выражений. Так как между конъюнктив­
ными реляционными запросами и s p j  -  выражениями существует 
взаимно-однозначнее соответствие, то при помощи таблиц ко­
нъюнктивных запросов можно исследовать проблему сильной и 
слабой эквивалентности данных конъюнктивных запросов. Поня­
тие таблыци играет важную роль и в алгоритме интерпретации 
запросов пользователя в System/u ( / 6/  и / 7 / ) ,  где оно при­
меняется для нахождения оптимального внутреннего представле­
ния запроса, которое является слабоэквивалентным начальному 
представлению запроса.
82. ДЕФИНИЦИИ И ПРИМЕРЫ
Будем использовать дефиниции операций селекции, 
проекции и (естественного) соединения;
Пусть г  -  отношение над множеством атрибутов X 
и А € X , а 6 А , I Ç Ï  . Тогда:
-  селекция A-O'а , обозначаемая через < W r > - 
представляет собой:
$ а ( r ) = {eV  обе г  и оЦ а ) “O' aV 
(Здесь в' -  одно из = , < , > ,  = Таким обра­
зом из отношения г берутся только те кортежи, имеющие в 
атрибуте А значение ъ и ъ ф а  . Так (г )  является от­
ношением над множеством атрибутов X и следовательно пред­
ставляет собой подмножество отношения г  ;
-  проекция 3TY( r )  представляет собой:
3 [у ( Г ) = { Р Ы /  f t  г )  ,
т .е ,  из всех возможных кортежей отношения г  берутся толь­
ко значения атрибутов множества Y и одинаковые кортежи 
отождествляются. Так Л Y( r )  является отношением над множест­
вом атрибутов Y •
-  (естественное)соединение г 1И г 2 .
Пусть R1 и R2 яв л я ю тс я  реляционными схемами, а 
г 1 и 1*2 -  отношения над этими реляционными схемами. Тогда
r 1 JX3 r 2 = I  jf /  fr является кортежом над атрибутами R^U r 2 
и существуют кортежи v . É r .  и v? 6 г р, такие, 
что V, = J [ rJ  и v2 = J- [ r2]J.
Дефиниция 1 . SPJ -  выражения будем называть выражениями ре­
ляционной алгебры, если:
а ) операнды выражений являются реляционными схе­
мами;
б) операции выражений представляют собой селекцию, 
проекцию и (естественное) соединение,
9т .е .  эти выражения являются формулами над S , P , J  и 
именами реляционных схем.
Дефиниция 2. Конъюнктивным запросом в реляционном языке зап­
росов будем называть запрос вида:
/ ( Зъ^. - . С 3bm) (Р1АР2 A . . .Ä P k )
где Pi f  1 = i  =к -  термы вида а) или вида б ):
a) R ( с1с2 ***о8) , что означает, что кортеж
с Cg принадлежит отношению над реляцион­
ной схемой R . Здесь с . , 1 =3= s являются кон-
стантами соответствующего домена или
е 1 а 1
> а 2  , Ь 2
( т . е .
л с 3
-  с и м в о л ы  с р е д и  а 1 } а 2 ,
*  *  * • » b m ) >
б )  с  V  d
9 г д е  с  и  d  л и б о к о н с т а н т ы ,  л и б о
э л е м е н т ы м н о ж е с т в а  ( а ^  , а 2 . , а  . . . . » b j .
З д е с ь V -  о д н о  и з  =  ,  <  ,  > А  >
Пример 1. Рассмотрим следующую базу данных, состоящую из 
пяти примерных реляционных схем:
ЧАСТЬ ( ЧИМЯ, ЧНОМЕР. ЦЕНА )
ПОСТАВЩИК (ПИМЯ, ПНОМЕР. ПАДРЕС, ПГОРОД )
КЛИЕНТ (КИШ, КНОМЕР. КАДРЕС, КГОРОД)
ПОСТАВКА (ЧНОМЕР, ПНОМЕР, КНОМЕР, КОЛИЧЕСТВО ) 
ОБЯЗАННОСТЬ (ЧШМЕР, ПНОМЕР) .
Реляционные схемы нормализованы в третьей нормаль­
ной форме. Отношение ОБЯЗАННОСТЬ дает информацию об обязан- ' 
ностях, присущих каждому поставщику.
В качестве примера конъюнктивного запроса к этой 
базе данных можно рассмотреть запрос: 
q-j : Найти имена всех поставщиков, живущих в городе с1 .
Этот запрос можно представить и следующим образом:
| а 1 /  (3ъ1)(3ъ2) : ПОСТАВЩИК (а., ,Ъ1 »Ъ ^с.,) ][ .( 2 )
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Как известно, между конъюнктивными запросами и 
SPJ -  выражениями существует взаимно-однозначное соответ­
ствие, т .е .  каждый конъюнктивный запрос может быть представ­
лен как SPJ -  выражение и наоборот, каждому s p j  -  выра­
жению соответствует конъюнктивный запрос (см. / 7 / ) .  По 
этой причине мы будем строить таблицы для SPJ -  выражений 
и часто будем интерпретироват эти таблицы как конъюнктивные 
запросы.
и 3 . Введем понятие таблицы:
Каждая таблица представляет собой двумерную матрицу, причем 
к этой матрице можно задавать и список ограничений. Столбцы 
матрицы соответствуют заданному множеству атрибутов -  А1 , 
А2 , . . . ,  Ак , порядок которых фиксирован. Таблица может со- 
держить произвольное число строк; ее элементы -  символы сле­
дующих видов:
а) свободные переменные ( d is t in g u ish e d  v a r ia b le s )  -  
они соответствуют а 1,а 2 , . . . , а ;п в (1) и (2) .  Будем 
обозначать их через букву а с нижным индексом -
9"1 » &2 » * » • * »
б) Связанные переменные (n o n d istin g u ish ed  v a r ia b le s ) -  
они соответствуют символам ъ 1 ,Ъ2, . . , Ь т  в (1) и (2Х 
Будем обозначать их через букву ъ с нижным индек­
сом -  b-j , ъ2
в) константы -  полагается, что константы, находящиеся
в з -том столбце, принадлежат домену, соответству­
ющему атрибуту А.. ;
J
г) пробелы.
Бад таблицей (или в качестве ее первой строки) зада­
ются атрибуты, для которых составлена данная таблица -  А1# 
а2 , . . . ,  Ак . В следующей строке (здесь мы будем считать, 
что именно она является первой строкой таблицы) могут нахо­
диться только свободные переменные,константы или пробелы.
Эта строка называется резюме таблицы и представляет собой 
выражение, находящееся в ( 1) и (2 ) слева от косой черты 
" /" •  Способ расположения свободных переменных в резюме таб­
лицы показывает к каким атрибутам следует их отнести. Нап­
ример, не означает, что а 1 является свободной пере­
менной над атрибутом , а  а2 ~ свободной переменной над 
атрибутом а2 , Запись а -]а 2  обретает смысл только в 
конкретной таблице, причем расположение переменных а -] и а 2  
в резюме показывает к каким атрибутам относятся эти две пе­
ременные. Остальные позиции резюме -  пустые или содержат 
константы.
Кроме строки резюме таблица содержит и строки, описы­
вающие выражения справа от косой чертой в (1) и (2).  Эти 
строки будем называть просто "строками" таблицы и будем их 
использовать для описания термов вида R(c 1 ,c 2 , . . . , c g) в 
п. où дефиниции 2. Каждому терму R(c1t . . . fc 8) отводим одну 
строку таблицы следующим способом:
-  если отношение К задано над атрибутами А± *А±
Ai ö , то тогда в столбцы, соответствующие этим ат­
рибутом, ставим с -j для А;ц , с 2 для а±2 , . . . ,
cs для Ai g . Из п .а )  дефиниции 2 видно, что таким 
образом в строке могут участвовать свободные пере­
менные, связанные переменные и константы;
-  в столбцы атрибутов, которые не участвуют в отноше­
нии R , ставим пробелы.
Каждой строке ставим маркер с правой стороны таблицы -  
если строка отведена терму »c2»**»cs ) » справа ставим 
маркер (R) и таким образом отмечаем "откуда" берется эта 
строка.
Видно, что при этом построении резюме и строк таблицы 
переменные участвуют только в столбцах атрибутов, к которым 
они относятся -  т . е .  одна переменная не может фигурировать
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одновременно в двух разных столбцах. Кроме того требуется, 
чтобы свободная переменная не появлялась в строках таблица, 
если она не фигурирует в ее резюме,
Таким образом при помощи таблицы мы описали выражения 
слева от косой черты в ( 1 ) и (2 ) и термы вида r ^ci »c2»»**» 
CS) , находящиеся справа от косой черты. Так как справа в 
( 1) мо1ут фигурировать и выражения вида c& d ( п . б /  дефи­
ниции 2), каждый терм вида с O’а записывается под строка­
ми таблицы. Таким образом формируется список ограничений^ 
который тоже рассматривается как часть таб тпш.
Пример 2.Для выражения (2) над базой данных из примера 1 
получаем таблицу
(3- ) пиш ПНОМЕР ПАДРЕС ПГОРОД
а 1
а 1 Ъ1 Ъ2 ъз (ПОСТАВЩИК)
= с
ИЛИ
(3”  ) пиш ПНОМЕР ПАДРЕС ПГОРОД
а 1
а 1 Ъ1 Ъ2 С1 (ПОСТАВЩИК)
Результатом таблицы (а  также результатом конъюнктивно­
го запроса) является отношение. Это отношение-результат над 
атрибутами, содержащими свободные переменные в резюме данной 
таблицы.
Пример З.Для таблицы 3 * * отношением-результатом является:
R* = | а 1 /  а 1 £ ПИШ и существуют значения Ъ1 атрибута 
ПНОМЕР и ъ2 атрибута ПАДЕЕС такими, что
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кортеж а 1ъ1ъ2с1 принадлежит отношению
поставщик} .
Здесь мы будем интерпретировать отношение R’ как 
"результатом" таблицы З’ 1 ,
Рассмотрим другую примерную таблицу T-j :
Т1 : А1 А2 А3 Л4 А5
Щ а^
Ъ, Ъ2 (Н^)
Ъ2 а 2 (Rr>)
VR3)
ъ3 К. c -j
Отношение-результат можно записать следующим образом 
R(T-j) = { а 1а 2 /  а 1 ^ А2 » а 2 ^  А4 И сУ1Че с т в Уют Ъ1 ^ А1 »
Ь2 £ A3 , ^ ^5 ’ ^4 ^ А2’ А4
такие, что Ъ1а 1Ъ2 € R1 и ъ2а21эз ^ К2 
и ^ R3 ^ ^3 ^  ^1 1 *
Легко представить запись конъюнктивного запроса, 
для которого составлена таблица :
ja .ja2 /  ( 3 ъ 1) ( 3  ъ2)( З ь 3) ( З ъ 4)( З ъ 5)такие, что ъ3< с 1 
A R 1(b1 а^ Ъ2) A  R2(b2 а 2 b3)AR^(b^ b^ с^) |
Задавая более сложные запросы, мы часто представляем 
в виде столбца таблицы все атрибуты, участвующие в реляцион­
ных схемах конкретной базы данных. Так как таблица использу­
ется и для описания конъюнктивных запросов в универсальных 
реляционных системах, для таких таблиц приходится перечне-
лять столбцы всех атрибутов универсального отношения. В свя­
зи с этим нужно отметить некоторые особенности процесса 
отождествления разных атрибутов как один столбец данной таб­
лицы.
Рассмотрим следующий запрос к примерной базе данных: 
q2 : Найти имена всех поставщиков и всех клиентов, живущих 
в одном и том же городе.
Конъюнктивное представление запроса:
(4) /  ( 3 ъ1 )( З ъ 2) ( 3 ъ3 )(  З ъ 4)( 3 ъ 5) ( 3 ъ б) так, что
ПОСТАВЩИК ( а ^ Ъ ^ )  и КЛИЕНТ ( а ^ Ъ ^ )
И (Ъ ^ = bg  ) ] .
Соответствующая таблица имеет вид:
а 1 Ъ1 Ъ2 Ъ3 (ПОСТАВЩИК)
а2 Ъ4 Ъ5 Ъб (КЛИЕНТ)
ъ3 = ъ6
В этой примерной базе данных атрибуты ПАДРЕС и 
ПРО РОД изменяются в тех же доменах, в которых соответственно 
изменяются КАДРЕС и КГОРОД. Представляется очень заманчивым 
объединить их в виде двух столбцов таблицы с именами напр. 
АДРЕС и ГОРОД, как это сделано в примере 8 ,6  в / 7 / .  Тогда 
для q2 мы бы получили таблицу :
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ът Ь2 Ъ3 (ПОСТАВЩИК)
ъ4 Ъ3 а2 ъ5 (КЛИЕНТ)
В случае допущения такого отождествления атрибутов 
в столбцах таблицы могут возникнуть проблемы в процессе 
построения таблицы для запроса 13 :
I 3 : Найти адреса всех поставщиков и всех клиентов, жи­
вущих в одном и том же городе.
Его конъюнктивная запись имеет вид:
(5) а2/ (  "3 )(  3 ъ2) ( 3 ъ3) ( 3 ъ^) ( 3 ъ^) так, что
ПОСТАВЩИК (Ь1Ъ2а 1Ъ3) А  КЛИЕНТ ( Ъ ^ а 2bg) А  
А  (Ъ3 = bg)
В этом случае невозможно записать (5) в виде таблицы 
со столбцами, как таблицу Т£, так как мы нуждаемся в двух 
свободных переменных, которые нужно внести в столбец АДРЕС 
(что согласно дефиниции понятия таблицы не является возмож­
ным). Нам необходима таблица, столбцы которой должны выгля­
деть как столбцы таблицы Т2.
Следовательно можно заключить, что при отождествле­
нии атрибутов и столбцов таблиц нужно соблюдать т .н аз, 
предположение о единственной роли (unique r o le  assump­
t io n  -  см. / 3 / ) .  В этом случае можем быть уверены, что дан­
ная выше дефиниция таблицы позволить нам сопоставлять каж­
дому конъюнктивному запросу соответствующую ему таблицу.
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3 , ПОСТРОЕНИЕ ТАБЛИЦ ПО ДАННЫМ SPJ-  ВЫРАЖЕНИЯМ
Дефиниция 3 показывает построение таблицы по данно­
му конъюнктивному запросу. Рассмотрим алгоритм построения 
таблицы для данного s p j  -  выражения.
Значение каждого sp j  -  выражения является отноше­
нием и его можно рассматривать в качестве отвеаа некоторого 
конъюнктивного запроса. Следовательно для данного SPJ -  вы­
ражения мы можем построить таблицу, предотавляющую собой 
запрос, ответ которого -  данное s p j  -  выражение. Так Kaie 
SPJ -  выражение является формулой и его можно строить ин­
дуктивным образом, то таблицу s p j  -  выражения также можно 
строить индуктивным образом. Достаточно показать способ 
сопоставления таблиц выражениям г  ,(ГА._С (s . ) ,  UTX(E1)
и Ет ^  32 » гДе Е1 и Е2 -  SPJ “ выражения, для которых 
мы полудили таблицу.
Предположим, что Е = г  . Тогда таблица состоит из 
резюме и еще одной строки. В столбцах, соответствующих име­
нам атрибутов схемы г , в резюме находятся свободные пе­
ременные. Другие столбцы в резюме пустые. В строке в столб­
цах, соответствующих именам атрибутов схемы г  , находятся 
те же саше свободные переменные, которые находятся и в ре­
зюме; другие столбцы этой строки заполнены разными связанны­
ми переменными. Таблица для отношения ЧАСТЬ примерной базы 
данных дана на фиг. 2.
Предположим, что Е = <^ а1=с^Е1^  *Тогда, если Т^  -  
таблица для , таблицу 3? для Е можно получить из Т1
следующим способом:
а) если столбец в резюме з?-, -  пустой, то вы­
ражение Е не тлеет смысла и таблица т -  
неопределена.
б) если в столбце ^  в резюме ^  имеется конс­
танта с1 , то таблица т совпадает с ,
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если c 1 = с; в противном случае S = 0 ,
в) если в столбце Ai  в резюме Т,. имеется сво­
бодная переменная а  , тс таблица Т полу­
чается от таблицы Т-j путем замещения а  
через с , независимо от того, в каком месте 
встечается а  в Т1 .
Получение таблицы для операции селекцию шпострира- 
но на фиг. 2.
Предположим, что Е = ^ Х(Е1) , причем т, -  таб­
лица для Е1 , Таблицу т для Е строим из таблицы 
для е1 следующим образом: в резюме т . ставим "пустые 
символи" в столбцы, непринадлежащие X . Во всех остальных 
строках для этих столбцов свободные переменные заменяются 
разными связанными переменными.
Предположим, что Е =ё1 И е2 и т 1 и т2 -  таблицы 
для и е2 соответственно. Без потери общности можно 
предположить, что множества связанных переменных т„ и т2 
не пересекаются и что если в одних и тех же столбцах в 
строках резюме т* и Т2 фигурируют свободные переменные, 
тс они являются одинаковыми. Таблицу т для Е конструи­
руем следующим способом: если в резюме Т, и Т2 на одном и 
том же месте фигурируют разные константы, то т = 0. В про­
тивнем случае строками т являются строки т 1 и т? ; при­
чем резюме т образовано из резюме т, и ?2 Kaie следует. 
Если в данном столбце А± фигурируют:
а) константа с в резюме одной из таблиц т 1 и
т2 , то в резюме т ставится с и везде свобод­
ная переменная другой таблицы заменяется кон­
стантой с ;
б) свободная переменная в одной из таблиц или в 
обеих, тс в резюме т ставится та же перемен­
ная;
в) пустые символы в обеих таблицах ^  и т 2 ,
1 8
то в таблицу т ставим также пустой сим­
вол.
Пример 4. Прошитоетрируем процесс конструирования таблицы 
для SPJ -  выражения на следующем примере :
: Найти имена поставщиков, поставляющие части ценой 50, 
Ответ запроса можно представить при помощи -PJ
-  выражения:
( (ОБЯЗАННОСТЬ к  = 50 (ЧАСТЬ) ) И
(6 ) ПОСТАВЩИК).
Дерево разбора / 2 /  этого выражения дано на фиг. 1.
ЧАСТЬ
ПОСТАВЩИК
XI
пиш
Фиг. 1. Дерево разбора для s p j -  выражения (6)
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При помощи этого дерева представляется последова­
тельность конструирования таблицы для SPJ- выражения (6 ).
Б таблицах на фиг, 2 атрибуты обозначены только через две 
буквы (например, ЧИШ обозначено через ЧИ -  | ) ,  а все 
связанные переменные, встечающиеся только один раз , пропу­
щены ( т . е .  замещены пустыми символами).
4, ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ И МИНИМИЗАЦИЯ. ТАЕМ
Как указано выше, понятие таблицы вводится с целью 
исследовать эквивалентность конъюнктивных запросов, полагая, 
что таким образом запрос легче поддается формализации. Как 
следует ожидать, два запроса являются эквивалентными тогда 
и только тогда, когда их таблицы эквивалентны.
Использование понятия таблицы основывается на сле­
дующих дефинициях:
Дефиниция 4 . Пусть d = •[г 1 , r 2 , , r n  ^ представляет собой 
состояние базы данных, т . е .  множество отношений над реляци­
онными схемами {r 1 ,R2 , . .  ,Rnj  . Тогда отношение -  результат, 
сопоставленное данной таблице т при помощи вышеописанной 
интерпретации, будем означать через T(d), (естественно, 
значение этого отношения является различным для различных 
состояний d ),
Дефиниция 5, Будем говорить, что Я: Т2 , если для каждого 
d В СИЛе (d) J=: T2(d) .
Дефиниция 6. т 1 и т 2 являются эквивалентными ( Т-, = Т2 ) 
тогда и только тогда, когда Q  т2 и
ф ЦЭ ф 
2 —  1
В основе алгоритма для определения эквивалинтности 
двух данных таблиц (см. / 1/  и / 7 / ) ,  лежит понятие "отображе­
ния" (mapping) между символами и строками таблиц.
Дефиниция 7. Пусть Т1 и Т2 -  таблицы. Отображение h 
символов т 1 на символы Т2 называется "содержащим отоб­
ражением" ( containment mapping ) ,  если:
20
ч ч ч
И Н Д
П П П П 
Н И А Г
а 1 а2 **3
а 1 а2 а
I
2
I
ч ч ч
I
П П П П
И Н Д Н И А Г
а 1 а2 50
a-j а2 9 3
ч ч ч и п п п
И Н Д Н И А Г
а 1 а2 50 а3
(ЧАСТЬ)
(ЧАСТЬ)
Ч Ч Ч П П П П 
И Н П Н И А Г
*2 а3
а2 а3
(ОБЯЗАННОСТЬ)
á-j а2 50 (ЧАСТЬ)
(ОБЯЗАННОСТЬ)
Ч Ч Ч П П П П
И Н Ц Н И А Г
~ à 3 а4 а 5 а6
ч ч ч
И--Н ц
п п п п
Н И А Г
а 1 а 2 50 а3 а4 а 5 а(
а3 а4 а5 а6 
(ПОСТАВЩИК)
a-j ág 50 (ЧАСТЬ)
а3 (ОБЯЗАННОСТЬ)
а3 а4 а 5 а6 (ПОСТАВЩИК)
Фиг, 2. Конструирования таблицу для SPJ-  выражения (6 ).
21
\
ч ч ч п п п п
И И Ц Н И А Г
а4
Ъ1 Ъ2 50 (ЧАСТЬ)
Ъ2 Ъ3 (ОБЯЗАННОСТЬ)
Ъ3 а4 Ъ4 Ь5 (ПОСТАЕЩИК)
Фиг, 2. (Продолжение), Конструирование таблицу для s p j _ вы­
ражения (6 ),
а) h отображает символы резюме в символы 
резюме т2 ;
б) h отображает символы любой строки' Т1 в 
символы строки т2 с таким же маркером, как 
у строки из Т1 , При этом h сохраняет зна­
чение всех констант.
в) h отображает список ограничении в множест­
во ограничений, являющееся подмножеством огра­
ничений т 2 *
Если h отображает все символы строки в символы 
другой строки, говорим, что Е отображает всю данную строку 
в другую.
Таким образом будем рассматривать Ь. и как отобра­
жение одного символа в другой, и как отображение одной стро­
ки в другую.
Теорема 1. (см. / 7 / ) .  т -| S  т2 тогда и только тогда, когда 
существует ’’содержащее отображение” И из на Т2 *
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Следствие. = Tg тогда и только тогда, когда существует 
"содержащее отображение" h 1 из T-j на Tg и h2 из Tg на
Т1*
ДЖ .шция 8. Пусть Т -  таблица. Минимальной таблицей дал 
таблицы Т будем называть таблицу, содержащую минимальное 
число строк и эквивалентной таблице Т . Процесс нахождения 
минимальной таблицы для данной таблицы Т будем называть 
оптимизацией таблицы Т .
В рассматриваемых до сих пор таблицах маркеры (ta g s)  
показывают из какого отношения берется данная строка. Опре­
деленная выше эквивалентность, где в п .б)  дефиниции 7 требу­
ется сохранить маркер строки при отображении, одной таблицы 
в другую, называется сильной эквивалентностью. Если мы пос­
тавим себе задачу оптимизировать число J -  операций в про­
цессе реализации данного конъюнктивного запроса, то пользуясь 
техникой таблиц, можем найти таблицу, эквивалентную данной, 
содержащую минимальное число строк ( эта задача является NP -  
com plete ) # Эта минимальная таблица, сильно эквивалентная 
данной таблице, должна содержить строки с такими же маркера­
ми, как и выходная таблица. Такая минимальная таблица пред­
полагает, что при обработке н ач атого  конъюнктивного запроса 
будут применяться J -  операции ко всем отношениям, упомя­
нутым в первоначальной формулировке запроса. Однако это не 
всегда является необходимым. Требование рассматривать строки 
таблиц вместе с их маркерами не в силе, если предположить 
существование универсального отношения IX над атрибутами
R1 U R2 У . . .  Uïtn ,
такого, что г ±=ЗГк .(и) Аля 1 = i  = п . Это предположение 
известно под именем "предположение существования универсу­
ма" (u n iv er sa l in s ta n c e  assum ption- см. / 3 / ) .  В таком слу- 
чау каждая строка таблиц для конъюнктивных запросов снабже­
на маркером и , т . е ,  каждая строка берется из универсума.
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Таким образом не нужно учитывать откуда взялась каждая стро­
ка и маркеры могут быть пропущены. Тогда при оптимизации таб­
лицы возможно исчезновение всех строк с маркерами для 
некоторого отношения **s , которые присутствовали в перво­
начальном представлении таблицы. Предположение о существо­
вании универсума ведет к определении понятия слабой эквива­
лентности.
Дефиниция 9 . Пусть E-j и Eg -  два запроса над данным 
состоянием d и пусть и -  универсальное отношение 
для d , Е  ^ и Eg являются слабо эквивалентными (запи­
сываем E-j 5 w Eg Ь  если Е. | (и ) = Eg(u  ^ 'П,ля KSJS&0TC воз­
можного состояния и .
Аналогичную дефиницию вводим и для таблиц.
Дефиниция 10. Пусть T-j и Tg таблицы соответственно 
для конъюнктивных запросов E-j и Eg. T-] и Tg являют­
ся слоба эквивалентными (записываем T-j = Tg ) тогда и 
только тогда, когда Е  ^ =w Eg.
В / 7 /  показано, что необходимое и достаточное усло­
вие слабей эквивалентности двух таблиц T-j и Tg -  данное 
в теореме 1 условие. Как мы уже отметили, в этом случае 
отображения h i и h2 не будут учитывать маркеры разных 
строк таблиц (так как и является маркером всех строк).
5. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ТАБЛИЦ КОНЪЮНКТИВНЫХ ЗАПРОСОВ
Так как техника таблицы дает нам возможность уста­
навливать эквивалентность двух конъюнктивных запросов, она 
может быть применена для нахождения оптимального представле­
ния запроса относительно данного критерия. Таким критерием 
является: вычислить значение данного SPJ- выражения, ис­
пользуя минимальное число J -  операций (реализация J -  
операции достаточно тяжела).
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Из алгоритма построения таблицы дла данного SPJ -  
выражения видно, что операция j  порождается парой строк 
в таблице. Следовательно для данной таблицы п строками 
можно конструировать реализацию соответствующему запросу 
при помощи п-1 J  -  операций. При таком критерие оптималь­
ности проблема оптимизирования данного запроса сводиться к 
нахождению таблицы, слабо эквивалентной данной таблице. 
Поимев 5, Предположим, что для базы данных из примера 1 
выполнено предположение о существовании универсума. Ищем от­
вет для следующего запроса:
q5 : Найти имена всех поставщиков, поставляющие (или уже 
доставшие) части, количество которых -  500.
S P J- выражение, реализирующее ответ:
(7) Х щ щ  ( ПОСТАВЩИК N  ОБЯЗАННОСТЬ И  ПОСТАВКА ).
Соответствующая этому запросу таблица Т^:
(здесь пропущены столбцы атрибутов, не участвующих в описа-
ъ 1 ъ 2 500
Сразу видно, что Tg является оптимальной слабо 
эквивалентной таблицей для таблицы Т^:
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Ь1 500
так как существуют отображение символов строк Tg в
символы строк Tg и отображение Ь2 символов строк Tg в 
символы строк Tg. h1 отображает первую строку Tg в первую 
строку Tg, вторую строку Tg в первую строку Tg и последную 
строку Tg во вторую строку Tg; отображает первую строку 
Tg в первую строку Tg и вторую строку Tg в последную строку
Т5-
Таблица Tg представляет выражение
(8 ). ТСщщ ( ПОСТАВЩИК N  ПОСТАВКА ) .
Таким образом ясно, что выражения (7) и (8 ) являют­
ся слабо эквивалентными.
Нужно отметить, что здесь допущение о существовании 
универсума является существенным. (Таблицы Tg и Tg не являют­
ся сильно эквивалентными).
Пример 5 иллюстрирует и применение понятия таблицы 
в System/U (см. / 6 /  и / 7 / ) .  Так как в System/U основное 
предположение -  предположение о существовании универсума, 
каждый конъюнктивный запрос пользователя представлен с по­
мощью своей оптимальной таблщы (являющейся слабо эквивалент­
ной данной таблице) и таким образом осуществляется более 
эффективная реализация запроса.
Другие применения техники таблиц даны например в 
/ 4 /  и / 5 / .
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6 , ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе описаны основные характеристики 
понятия таблицы и основные возможности его применения. Сей­
час таблицы рассматриваются как средства для изучения конъюн­
ктивных запросов. Так как таблица дает синтезированное опи­
сание содержания некоторого отношения, ее можно применять 
и для изучения связей между разными типами зависимостей в 
рамках этого отношения.
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K o n ju k t iv  l e k é r d e z é s i  t á b l á z a t o k  é s  a l k a l m a z á s a i k
G. A n g e lo v a
ö s s z e f o g l a l ó
A s z e r z ő  b e v e z e t i  a  " k o n j u k t i v  l e k é r d e z é s i  t á b l á z a t "  f o g a lm á t  
é s  m e g a d ja  az  i l y e n  t á b l á z a t o k r a  v o n a tk o z ó  a l a p v e t ő  d e f i n í c i ó ­
k a t  é s  j e l l e m z é s e k e t .  L e i r  n é h á n y  a l k a l m a z á s i  l e h e t ő s é g e t  
i s  p l .  a z  a d o t t  S P J - k i f e j e z é s n e k  m e g f e l e l ő  t á b l á z a t  У . i s t r u á -  
l á s á r a  v o n a tk o z ó  a l g o r i t m u s t  v a g y  az a d o t t  t á b l á z a t t a m  e k v i - ' 
v a l e n s  m i n i m á l i s  t á b l á z a t  m e g k e r e s é s é t .
A t á b l á z a t o k  e k v i v a l e n c i á j á n a k  f e l t é t e l e i v e l  i s  f o g l a l k o z i k .
T a b le a u x  a n d  t h e i r  a p p l i c a t i o n s  
G . A n g e lo v a
Summary
The p a p e r  p r e s e n t s  t n e  n o t i o n  o f  c o n j u n c t i v e  q u e r y  t a b l e a u .
The c a s i c  d e f i n i t i o n s  a n d  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t a b l e a u x  a r e  
g i v e n .  The b a s i c  p o s s i b i l i t i e s  f o r  a p p l i c a t i o n s  a r e  d e s c r i b e d :  
t h e  a l g o r i t h m  f o r  c o n s t r u c t i n g  t a b l e a u  c o r r e s p o n d i n g  t o  a 
g iv e n  S P J -  e x p r e s s i o n ,  t h e  p r o c e s s  o f  t a b l e a u x  o p t i m i z a t i o n  
i n  o r d e r  t o  f i n d  a  m in im a l t a o l e a u  e q u i v a l e n t  t o  a  g i v e n  o n e . 
The c o n d i t i o n s  f o r  t a b l e a u x  e q u i v a l e n c e  a r e  d e s c r i b e d  an d  t h u s  
a n  a l g o r i t h m  f o r  f i n d i n g  w eak o r  s t r i n g  e q u i v a l e n t  c o n j u n c t i v e  
q u e r i e s  i s  p r e s e n t e d .
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ИССЛЕДОВАНИЕ СТОХАСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 
АДАПТИВНЫХ НАБЛЮДАТЕЛЕЙ С ПОМОЩЬЮ ВЕКТОРНЫХ 
ФУНКЦИЙ ЛЯПУНОВА
Карабутов Н.Н. 
Хадреви И.
МОСКОВСКИЙ ИНСТИТУТ СТАЛИ И СПЛАВОВ
Адаптивные наблюдатели /АН/ широко применяются в системах управления для 
решения задачи идентификации параметров и состояния объектов управления по экспе­
риментальным данным о входе и выходе объекта. АН принято делить на два типа: явные 
и неявные в зависимости от того, каким образом в системе идентификации решается 
проблема оценки состояния. При синтезе адаптивных наблюдателей основное внимание 
уделяется обеспечению устойчивости системы идентификации. Получению условий, гаран­
тирующих устойчивость АН, описываемых системой детерминированных дифференциаль­
ных уравнений, посвящено достаточно много работ. В отличие от этого исследованию ка­
чества работы адаптивных идентификаторов состояния в условиях действия случайных 
возмущений уделялось недостаточно много внимания. В основном изучалась проблема 
устойчивости АН явного типа [ 1—5] , причем явного ограничения на интенсивность дейст­
вующих помех, за исключением работы [5], получено не было.
В данной работе исследуется стохастическая устойчивость АН неявного типа линей­
ных динамических объектов, уравнения которых приведены к неминимальной идентифи­
кационной форме, с помощью стохастического варианта метода векторных функций 
Ляпунова.
Рассмотрим вполне управляемый и наблюдаемый объект управления, описывае­
мый уравнением
х (т) + £ тх^т~ 1  ^ + . . .  + а 1 X = bu,
У — X + , (1)
и = и +
где у, и — измеряемый выход и вход объекта; а . . . , а т, b — неизвестные параметры; 
Iм, — независимые центрированные случайные винеровские процессы типа белого шума
М {£“ (*)} = О, М { f ( i ) ? “ (r)} = a ÿ ( t - T ) ,
М = О, М = o2y ô ( t - T ) .
М { ' }  — знак математического ожидания, ст — интенсивность шумов измерения, 5 —
дельта-функция Дирака.
Считаем, что для входного воздействия и (t ) выполняется условие D : u(t)  содер­
жит не менее (m+ 1 ) /2 синусоидальных составлющих, u(t) Ф 0, |гг(i ) | < U<°°.
Для оценки неизвестных параметров объекта управления (1) применяется систе­
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ма адаптивной идентификации, описываемая матричным стохастическим дифферен­
циальным уравнением в форме Ито [6] :
dE = QE dt + DOydri,  (2)
где Е (t) = [e{ (í ) : AA^ (t ) ] T; E € ß 2m; e x (t) = у (t ) — y( t ) ;  y ( t )  — выход AH. 
A A 3 (í) — вектор рассогласования между параметрами АН и объекта, приведенного к 
неминимальной иденификационной форме [6, 7] ;
А
А А з = А 3 (t ) — А 3 ; А 3 = [a t , . . . , а т, Ь2, . . . ,  Ьт] т — вектор неизвестных параметров 
объекта в новом представлении.
Матрица Q G д 2™х2то и BeKTOp DG R 2m задаются выражениями
ÖT = [ß ! (—Se f dt + 2dt + SOydri) ТГ] , ST = [ l j OT],
где d%y = о dri, 77 — независимый винеровский белый шум; X -,>•■€ — некоторое число; 
Z (t) G R 2m~ г , Z (t ) = [у (t ) : WJ (t ) : W* (t ) ] T; (t) ; W2 (t ) — векторы вспомогатель­
ных сигналов, получаемые путем пропускания выхода и входа объекта (1) через динами­
ческую систему [6]
И = ЛТИЛ + Я- шг; г = 1, 2, ш { = у (í ) ; и>2 = u(t );
^ ( Í q) = Wi о; ^ ( Д )  = ^ 2о; Л 6 Ä ( m - l ) x ( w - l )  _
—квазидиагональная матрица; H i £ R m ~ l ; Н 2 G 7?то—1 — векторы с постоянными па­
раметрами, выбираемые так, чтобы пара (AT, H ) ,  i = 1, 2 была управляемой; Г G 
G ( 2 т —i ) X ( 2 т — 1 ) — диагональная матрица с положительными диагональными членами.
Вектор E (t ) характеризует отклонение движения системы с АН от опорного движе­
ния (х *(t) , X *(t), А 3 ). При этом предполагается, что x *(t ) = x*( t g).
Задача анализа стохастической устойчивости системы с АН сводится к определению 
условий, при которых является стохастически устойчивым тривиальное решение системы 
(2) E( t )  = 0.
В зависимости от функции ß (t ), входящей в вектор Д  будем рассматривать сле­
дующие два частных вида системы (2). Систему (2) с функцией ß (t ) = 5 — Аа ] (t )
(ő = Xj — ; Д а ( = áj — ű i ) будем обозначать через S 1, а систему (2) с функцией
А
ß (t) = X1 + aj (í) — через S 2. Система S 2 является стохастическим аналогом системы 
с АН, предложенным в [7].
Найдем ограничения на интенсивность действующей помехи д (£м, как видно из (2), 
не оказывает влияния на работу системы), при которых гарантируется устойчивость 
тривиального решения S Jf S 2 — систем при постоянно действующих случайных возму­
щениях, малых в среднем квадратичном. На движениях системы (2) будем рассматривать
две функции Ляпунова: (t) = e ‘ (í) ;  V 2 ~(t ) = ААТ3 (t ) Г"1 AA 3 (t ). Производя­
щие дифференциальные операторы для V , V2 определяются формулами
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L V , = * ~ т ° ' у № ' 1 7 ; ' 1‘ v >-
LV• * (-dA A >'~Úrí ) v ^  v -
где Dt = — r S e J
Будем считать, что выполняются следующие условия:
1) длям(У) справедливо условие DQ ;
2) матрица А является гурвицевой, Aj > 0  — некоторое число;
3) положительно определенные функции Vх, V2 допускают бесконечно малый высший 
предел и
^ 1НДЛ3||2 < v 2 < g2 II д л з II2,
где g х, g 2 — соответственно наименьшее и наибольшее собственные числа матрицы Г"1 ;
4) 5 < р, р — достаточно малое положительное число;
5) Il Z (О II < 2  < °°, V í S  [íQ, “ ), Да J <  к к — некоторая положительная константа, 
Il . II — евклидова норма.
Пусть для V íG  [£о; °°) справедливы оценки
М { у  ■ (í )} < рг- (í) г = 1, 2, 
если М {Vi ( í0 )} < р. (í0 ).
Тогда для L V х, L V Jf определенных на движениях Sj — системы, можно построить мат­
ричную систему сравнения | СС|.
Лемма. Невозмущенное движение матричной СС
1 г
ко2 у)
2 ^1^1
—  7[ ст2у —Z2 (уlg 2o2y ) ~ l 
при выполнении условий 1) — 5) будут устойчиво, если
( 3 )
а у
X r ^ T j  V 12 я2 7
= 0
{■У, [9 я 2У, g J  ? 2 (Kg-jX2 V  3 g , + 7 , ? 2\ /F 7 )  + 2 у 7 7  ( 2 7 K 2g 3 \ 4 -  y 2g 27 4)] V з
(4)
где 7j — первый диагональный элемент матрицы Г.
Доказательство леммы основано на применении леммы 2 из [6]. Если в (3) поло­
жить к = 0, то получим невозмущенную матричную СС для S 2 — системы, решение которой 
будет устойчиво при соблюдении следующего ограничения
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Теорема 1 [6]. Пусть выполняются условия 1) — 5), а также:
6) производящие операторы функций V , V2, удовлетворяют неравенствам
L V < Fj + (—^—  + кст2 у) F 2 + - 7 —да 2 у,
2 2
7^ 2^ У
v 2 + - у  i y y v x \
7) supa2y < 0 , V í S  [ íQ , 0 0 ), где в определяется (4).
Тогда тривиальное решение S t — системы устойчиво при постоянно действующих случай­
ных возмущениях, малых в среднем квадратичном, и
lim М | | | £  (í) И2} < / i ß s u p a 2)»,
t -*■ °° t
где (3 — некоторое положительное число.
Теорема 2 [6]. Пусть выполняется условие теоремы 1, кроме условия 4) где д = 0. 
Тогда тривиальное решение S i — системы асимптотически устойчиво по вероятности 
с оценкой
м  { ^ ( ^ ( í ) ) }  “ , ( í  Íq) { v i V l (e t ( í0 )) + г 2 К2 (ДЛ3 (Í0))}  ,
где V , v2 — положительные числа; al >  0 — число, определяющее степень устойчивости 
матричной СС (3).
Следствие. Пусть выполняются условия теоремы 2. Тогда тривиальное решение S t — 
системы экспоненциально устойчиво в среднем квадратичном с оценкой
М { | |£ (ОН2} <  k\\E(t0)\\2 е ~ а' {t ~ Íq) V t е  [í0, °°),
где k — положительное число.
Теоремы 1, 2 устанавливают область устойчивости S t — системы. Интенсивность 
помехи %у ограничена сверху величиной (4), которая зависит от минимального и мак­
симального собственных чисел матрицы Г, нормы вектора Z и параметра Х1. Величина 
Л1 должна выбираться как можно ближе к первому элементу вектора А 3, что соответст­
вует д -* 0, так как в противном случае дисперсия ошибки Е (t ) будет увеличиваться. 
Если Xj совпадает с а х, то гарантируется экспоненциальная устойчивость по отношению 
к помехе измерения выхода объекта (1).
К сожалению, оценкой (4) для а2 у в практических приложениях пользоваться 
затруднительно. Более простую, но несколько завышенную оценку для а2 у можно по­
лучить, исходя из следующего предположения | |Z| |2 Ï* ро2у, (р > 0 — некоторая констан­
та) . Тогда
sup а у <
4Х2 ? 2^
y ] g 2 (Р + к Х , ^ х )
Vf 6 [í0, 0 0 ).
Для S2 — системы справедлива
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Теорема 3 [6]. Пусть выполняются условия 1) — 3), 5), а также:
8} производящие операторы функций V l , V 2 удовлетворяют неравенствам
L V, < - X ,  V,  + —------ -
1 1 1 2 X —  V2 + —  (X + а ) 2агу\ g.  2
l v 2 <
1 6 1
/V  2
— ” ~  v 2 + т У у  Vl iTig 2° У 2
9) интенсивность помехи удовлетворяет неравенству
f g ,
sup а2 у < 2 ----
í v ^2
V í g  [ í0,oo).
Тогда S — система диссипативна и
lim М {| | .E(f)| |2} < с(Х, + ű j ) 2 sup а 2 у,
t -* °°
где с > 0 — некоторая постоянная.
Доказательство полученных результатов приведено в [6].
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AUTOMATED PROTOCOL VERIFICATION
L á s z l ó  KOVÁCS
C o m p u t e r  N e t w o r k  D e p a r t m e n t  
C o m p u t e r  a n d  A u t o m a t i o n  I n s t i t u t e  o f  t h e  
H u n g a r i a n  A c a d e m y  o f  S c i e n c e s
1, INTRODUCTION
D i s t r i b u t e d  s y s t e m s  an d  c o m p u t e r  n e t w o r k s  a r e  w i d e l y  u s e d  
a l l  o v e r  t h e  w o r l d .  A p r o t o c o l  r e p r e s e n t s  a  s e t  o f  r u l e s  w h i c h  
c o n t r o l  t h e  i n n e r  c o m m u n i c a t i o n  o f  a c o m p u t e r  n e t w o r k .  The  
c o r r e c t  o p e r a t i o n  o f  t h i s  a l g o r i t h m  f u n d a m e n t a l l y  i n f l u e n c e s  
t h e  o p e r a t i o n  and  t h e  r e a l i a b i l i t y  o f  t h e  w h o l e  c o m p u t e r  n e t ­
w o r k .  The u s e  o f  a n  e r r o n e o u s  p r o t o c o l  c a n  r e s u l t  i n  i n c a l c u l ­
a b l e  c o n s e q u e n c e  s o  t h a t  a t  p r e s e n t  t h e  p r o t o c o l  d e s i g n e r s  
s p e c i f y  p r o t o c o l s  w i t h  g r e a t  c a r e .  F o r m a l  t e c h n i q u e s  t o  c h e c k  
t h e  p r o t o c o l  c o r r e c t n e s s  a r e  c a l l e d  v e r i f i c a t i o n  m e t h o d s .
The p r e c o n d i t i o n  o f  a  p r o t o c o l  v e r i f i c a t i o n  i s  t h e  e x i s t e n c e  
o f  t h e  f o r m a l  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  p r o t o c o l  an d  i t s  c o m m u n i c a t i o n  
s e r v i c e s .  I n  t h i s  p a p e r  we p r e s e n t  an  a u t o m a t e d  p r o t o c o l  v e r i ­
f i c a t i o n  m e t h o d  w h i c h  a n a l y s e s  a l l  p o s s i b l e  b e h a v i o u r  o f  a  
o r o t o c o l  s y s t e m  d e s c r i b e d  i n  a  h i g h  l e v e l  s p e c i f i c a t i o n  l a n g u ­
a g e .  T h i s  v e r i f i c a t i o n  m e t h o d  i s  o n e  o f  t h e  f a m i l y  o f  " g l o b a l  
v i e w "  m e t h o d s  b e c a u s e  o f  i t s  u s e  o f  g l o b a l  s t a t e  i n f o r m a t i o n . 
The  " l o c a l  v i e w "  m e t h o d s  ( e . g .  p r o g r a m  p r o v i n g  a p p r o a c h )  a r e  
b a s e d  on t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  i n t e r a c t i o n s  b e t w e e n  t h e  p r o t o c o l  
e n t i t i e s  a n d  t h e i r  l o c a l  e n c i r o n m e n t s . C B o c h m a n n -S u n sh in e  80U
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2, PROTOCOL PROPERTIES
V e r i f i a b l e  p r o t o c o l  p r o p e r t i e s  may b e  c l a s s i f i e d  i n t o  tw o  
c a t e g o r i e s :  ( [ S u n s h i n e  793 )  s p e c i f i c  a n d  g e n e r a l  p r o p e r t i e s .  
S p e c i f i c  p r o p e r t i e s  a r e  t h o s e  t h a t  c h a r a c t e r i z e  t h e  p r o t o c o l  
i n d i v i d u a l l y .  T h e  m o s t  i m p o r t a n t  s p e c i f i c  p r o t o c o l  p r o p e r t y  i s  
t h a t  o f  t h e  f u n c t i o n a l  c o r r e c t n e s s .  I t  m e an s  t h a t  t h e  p r o t o c o l  
m e e t s  i t s  s e r v i c e  s p e c i f i c a t i o n .  The g e n e r a l  p r o p e r t i e s  a r e  
t h o s e  t h a t  a r e  common t o  a l l  p r o t o c o l s .  The a u t h o r  c o n s i d e r s  
t h a t  t h e  p r o p e r t i e s  d e s c r i b e d  b e l o w  a r e  t h e  m o s t  e s s e n t i a l  
g e n e r a l  p r o p e r t i e s .
The c o m p l e t e n e s s  o f  t h e  p r o t o c o l  m e an s  t h a t  t h e  p r o t o c o l  
e n t i t i e s  d e t e c t  a l l  i n t e r a c t i o n s  a r r i v e d  f ro m  t h e i r  e n v i r o n m e n t s  
an d  p r o d u c e  o u t p u t  i n t e r a c t i o n s  when r e q u i r e d .
P r o t o c o l s  a r e  e x p e c t e d  t o  o p e r a t e  f r e e  f r o m  d e a d l o c k .
D e a d l o c k  i s  a  s y s t e m  s t a t e  f r o m  w h i c h  t h e r e  i s  no  e x i t .  I n  t h e  
c a s e  o f  d e a d l o c k  t h e r e  i s  a  l o g i c a l  l o o p  o f  p r o t o c o l  e n t i t i e s  
i n  w h i c h  e a c h  e n t i t y  i s  w a i t i n g  f o r  i n t e r a c t i o n  o f  t h e  p r e c e d i n g  
o n e .
The l i v e n e s s  p r o p e r t y  m e a n s  t h a t  e v e r y  p r o t o c o l  s y s t e m  s t a t e  
i s  r e a c h a b l e  f r o m  e a c h  r e a c h a b l e  s y s t e m  s t a t e .
The  p r o g r e s s  ( o r  t e m p o - b l o c k i n g  f r e e n e s s )  p r o t o c o l  p r o p e r t y  
i s  t h e  a b s e n c e  o f  c y c l i c  b e h a v i o u r  w h e r e  n o  u s e f u l  a c t i v i t y  
t a k e s  p l a c e .  I n  o t h e r  w o r d s  t h e  p r o t o c o l  n e v e r  g e t s  i n t o  any 
n o n - p r o d u c t i v e  l o o p i n g .
The r e c o v e r a b i l i t y  c o n c e p t  i s  b a s e d  on t h e  v i e w  o f  d i v i d i n g  
t h e  p r o t o c o l  s y s t e m  s t a t e  s p a c e  i n t o  tw o  p a r t s :  t h e  n o r m a l  a n d  
t h e  a b n o r m a l  s p a c e s .  The p r o t o c o l  i s  r e c o v e r a b l e  i f  a f t e r  t h e  
o c c u r e n c e  o f  a  t e m p o r a r y  a b e r r a t i o n  t h e  p r o t o c o l  w i l l  r e t u r n  
t o  t h e  n o r m a l  o p e r a t i o n  s p a c e  i n  a f i n i t e  t i m e  [ M e r l i n - F a r t e r  
7 6 : .
The  p r o t o c o l  i s  s t a b l e  i f  t h e  s t e p ' s  n u m b e r  t o  r e c o v e r  t h e  
p r o t o c o l  d o e s  n o t  i n c r e a s e  i n - t h e  o p e r a t i o n  t i m e .
39
3= ABSTRACT MODEL OF PROTOCOLS
3 . 1 .  THE STATE TRANSITION APPROACH
We make a  p r o p o s a l  a s  t o  t h e  a b s t r a c t  c o n c e p t u a l  m o d e l  
o f  p r o t o c o l  s y s t e m s .  To m o d e l  t h e  p r o t o c o l s  we p r e s e n t  a  n o n -  
d e t e r m i n i s t i c  p a r t i t i o n e d  named t r a n s i t i o n  s y s t e m  w h i c h  i s  a 
m o d i f i e d  v e r s i o n  o f  t h e  K e l l e r  m o d e l  o f  p a r a l l e l  c o m p u t a t i o n
EKe H e r  j 6 l .
D e f i n i t i o n  1.  A p a r t i t i o n a l  t r a n s i t i o n  s y s t e m  i s  a 
q u a d r o p l e  ( Q , R , N , P )  w h e r e  Q i s  a  s e t  o f  s t a t e s ,  R i s  a 
b i n a r y  r e l a t i o n  o n  Q, N i s  a  s e t  o f  ( a c t i o n )  nam es  an d  P 
i s  a b i n a r y  p a r t i t i o n  o f  a c t i o n s .
(p e P A V i o  j  (pC i  ЗПрС j  3 = 0) A V i ( p E i J < > 0 )  ) @
D e n o t e  q  -* q 1 t h e  R r e l a t i o n  o f  q , q '  G Q s t a t e s  
w h ic h  i s  c a l l e d  s t a t e  t r a n s i t i o n .  The  s y s t e m  i n  t h e  c a s e  o f  
q -+ q ' e x e c u t e s  an i n d i v i s i b l e  ( a t o m i c )  a c t i o n .  ( N o t a t i o n :
P . n
q -----> q ' , n G N , p G P )
D e f i n i t i o n  2.  L e t  ( Q , R , N , P )  b e  a  p a r t i t i o n a l  t r a n s i ­
t i o n  s y s t e m .  T h e  s e t  o f  p o s s i b l e  n e x t  s t a t e s  i s  d e f i n e d  t o  b e  
E (q) = ( q ’ : q -> q '  A q , q *  G Q) @
D e f i n i t i o n  3.  The s e t  o f  e n a b l e d  a c t i o n s  i s  d e f i n e d  t o  
b e
p  . n
V (q) = {n : n G N A q '  G E (q ) A q--------> q ' }  @
D e f i n i t i o n  4.  The  S = q E0 3 ,  q C 1 3 , . . .  q C i l , . . .  i s  a  
s t a t e  s e q u e n c e  o f  t h e  ( Q , R , N , P )  s y s t e m  i f  and o n l y  i f  
Vi ( q Ci 3 G Q A i  > 0 ( qCi  3 G E ( q C i —1□) ) )  @
D e f i n i t i o n  5.  The T = nC13 ,  n C 2 ] , . . .  n C i 3 ,  . . .  i s
c o m p u t a t i o n  on t h e  ( Q , R , N , P )  s y s t e m  i f  and  o n l y  i f  
3S (Vi (n Ci 3 G V ( q Ci - 1  3) ) ) @
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D e f i n i t i o n  6.  The  ( Q , R , N , P )  s y s t e m  i s  n o n d e t e r m i n i s t i c  
i f  3q (q G Q A #E (q) > 1 ) @
( N o t a t i o n :  # c a r d i n a l i t y )
I n  p r o t o c o l  s y s t e m s  t h e r e  a r e  p a r a l l e l  o v e r l a p p e d  a c ­
t i o n s .  To d e s c r i b e  p r o t o c o l  we a p p l y  t h e  n o n d e t e r m i n i s t i c  
( Q , R , N, P )  s y s t e m  s o  t h a t  we t r a n s f o r m  t h e  p a r a l l e l  s y s t e m s  
i n t o  t h a t  k i n d  o f  s y s t e m .  I n  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  we r e p r e s e n t  
t h e  p a r a l l e l  o v e r l a p p e d  a c t i o n s  w i t h  t h e i r  s e q u e n t i a l  e x e c u t i o n  
o f  o p t i o n a l  o r d e r .
De f i n i t i o n  7 . The  t o t a l  p r o t o c o l  s p e c i f i c a t i o n  i s  t h e  
d e f i n i t i o n  o f  t h e  ( Q , R , N , P )  t r a n s i t i o n  s y s t e m .  @
To fo r m  a  m e t h o d  w h i c h  c a n  b e  u s e d  i n  p r a c t i c e  l e t  К 
b e  a  p r e d i c a t e  a n d  l e t  L b e  a  s t a t e  t r a n s i t i o n  f u n c t i o n  on 
o b j e c t s  r e p r e s e n t i n g  Q s p a c e .  The c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  
t h e  (K, L) a n d  t h e  ( Q , R , N , P )  s y s t e m s  i s  t h e  f o l l o w i n g .
p . n
q ,q  ' 6 Q , p £ P , n 6 N ( (q--------> q ' )  i f  a n d  o n l y  i f
( K ( p • П , REP( q ) ) A R E P ( q ' )  = L ( p . n , R E P ( q ) ) ) ) .
T h e  REP f u n c t i o n  r e f e r s  t o  t h e  o b j e c t s  r e p r e s e n t i n g  Q s p a c e .
D e f i n i t i o n  8.  The p r o t o c o l  s p e c i f i c a t i o n  i s  t h e  d e s c r i p ­
t i o n  o f  t h e  ( K , L) r e p r e s e n t a t i o n .  @
The m a i n  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t w o  d e f i n i t i o n s  (7 .  a n d  
8 . )  i s  t h a t  (K , L) i s  a "human e x e c u t a b l e "  a n d  ( Q , R , N , P )  
i s  a  " m a c h in e  e x e c u t a b l e "  m o d e l .  I n  t h e  [K ovács  821 r e p o r t  t h e  
a u t h o r  p u b l i s h e d  a  h i g h - l e v e l  l a n g u a g e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  
( K , L) s y s t e m .
3 . 2 .  FORMULATIONS OF PROTOCOL PROPERTIES
I n  o r d e r  t o  f o r m u l a t e  t h e  p r o t o c o l  p r o p e r t i e s  p r e s e n t e d
i n  t h e  s e c o n d  s e c t i o n  o f  t h i s  p a p e r  d e f i n e  t h e  c o n c e p t  o f  t h e
r e a c h a b i l i t y  r e l a t i o n  ( R*) . L e t  R* b e  t h e  r e f l e x i v e  a n d
t r a n s i t i v e  c l o s u r e  o f  R ( K e l l e r  d e f i n i t i o n  3 . 1 J .  ( N o t a t i o n :
*
>
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D e f i n i t i o n  [ K e l l e r  d e f i n i t i o n  3 . 2 )  9.  L e t  I  b e  a 
p r e d i c a t e  on  Q. I  q C O H - i n v a r i a n t  i n  ( Q , R , N, P )  i f  and  o n l y  
i f  V q  (qCOl  — —> q  л I ( q ) )  @ (qCOD i s  t h e  s t a r t  s t a t e  o f
t h e  s y s t e m ) .
I n  t h e  f o r m a l  d e s c r i p t i o n  o f  d e a d l o c k  f r e e n e s s  p r o t o c o l  
p r o p e r t y  we f o l l o w  t h e  e x t e n t i o n  o f  t h e  K e l l e r ' s  d e f i n i t i o n  
t o  t h e  ( Q , R , N , P )  m o d e l .
D e f i n i t i o n  10.  L e t  ACTIV be  a  p r e d i c a t e  on Q. I t  i s  
d e f i n e d  t o  b e  ACTIV (q) i f  a n d  o n l y  i f  # E ( q ) ) >  = 1 @
D e f i n i t i o n  11.  The p r o t o c o l  i s  d e a d l o c k  f r e e  i f  and  o n l y  
i f  ACTIV(q) q C 0 1 - i n v a r i a n t  @
F o r m u l a t i o n  o f  t h e  l i v e n e s s  p r o p e r t y  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  
i n f o r m a l  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  2 .  s e c t i o n .
D e f i n i t i o n  12.  L e t  REACHABLE b e  a  p r e d i c a t e  on Q. 
REACHABLEq' (q )  i f  and  o n l y  i f  q *—> q '  @
D e f i n i t i o n  13.  The p r o t o c o l  h a s  l i v e n e s s  p r o p e r t y  i f  
a n d  o n l y  i f  (REACHABLEq q CO1- i n v a r i a n t ) q C O H - i n v a r i a n t . @
I n  t h i s  f o r m a l i s m  i t  a p p e a r s  t o  b e  v e r y  d i f f i c u l t  t o  
c o n s t r u c t  a  f o r m a l  d e f i n i t i o n  o f  t h e  p r o g r e s s  p r o p e r t y  s i n c e  
i t  r e q u i r e s  t h e  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  u s e f u l n e s s  o f  t h e  p r o t o c o l s  
c y c l e s  s o  we d o  n o t  t r y  i t .
PROTOCOL VERIFICATION
4 . 1 .  IMPROVED REACHABILITY ANALYSIS
The i m p r o v e d  r e a c h a b i l i t y  a n a l y s i s  v e r i f i c a t i o n  m e th o d  
c h e c k  t h e  q C O I - i n v a r i a n c e  o f  a p r e d i c a t e .  I t  i s  b a s e d  on t h e  
r e c o n s t r u c t i o n  o f  ( Q , R , N , P )  t r a n s i t i o n  s y s t e m  f r o m  (K,L)  
p r o t o c o l  r e p r e s e n t a t i o n  ( l a n g u a g e  m o d e l ) .  T h i s  r e c o n s t r u c t i o n  
c o n s i s t s  o f  b u i l d i n g  a G g r a p h  o f  ( Q , R , N , P )  s y s t e m .  By t h e  
G g r a p h  o f  ( 0 , R , N , P )  s y s t e m  we mean an o r i e n t e d  g r a p h  w h o se
n o d e s  c o r r e s p o n d  t o  t h e  Q s t a t e s  a n d  w h o s e  a r r o w s  c o r r e s p o n d  
t o  t h e  s t a t e  t r a n s i t i o n s  l a b e l l e d  by  a c t i o n  n a m e s .  I n  o t h e r  
w o r d s  t h i s  m e a n s  t h a t  t h e r e  i s  an a r r o w  f r o m  t h e  n o d e  i n d i c a t e d  
b y  q  t o  t h e  n o d e  q '  l a b e l l e d  b y  p * n  i f  a n d  o n l y  i f
p  • П
t h e r e  e x i s t s  q  ----------> q ! r e l a t i o n  i n  ( Q , R , N , P )  s y s t e m .
T h e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  t h e  s t r u c t u r a l  ( g e o m e t r i c a l )  
p r o p e r t i e s  o f  t h e  G g r a p h  a n d  t h e  p r o t o c o l  p r o p e r t i e s  d e f i n e d  
i n  t h e  3 .2  s e c t i o n  m akes  i t  p o s s i b l e  t o  map t h e  p r o t o c o l  v e r i ­
f i c a t i o n  t o  t h e  s t r u c t u r a l  a n a l y s i s  o f  t h e  G g r a p h ,
The node i n  t h e  G g r a p h  f r o m  w h i c h  no  a r r o w s  d e s c e n d  
r e p r e s e n t s  a  p r o t o c o l  d e a d l o c k  s t a t e  ( d e f i n i t i o n  1 1 . ) .
P r o t o c o l  h a s  l i v e n e s s  p r o p e r t y  i f  t h e  G g r a p h  i s  s t r o n g l y  
c o n n e c t e d  ( d e f i n i t i o n  1 3 . ) .  S e v e r a l  a l g o r i t h m s  w e r e  p u b l i s h e d  
t o  e x am in e  t h e  s t r o n g  c o n n e c t i v i t y  o f  a n  o r i e n t e d  g r a p h  ( e . g .  
í A h o - H o p c r o f t - U l l m a n  753)  . The  p r o t o c o l  c y c l e s  c o r r e s p o n d  t o  
t h e  l o o p s  o f  G g r a p h .  E x a m i n a t i o n  o f  p r o t o c o l  c y c l e s  t o  d e ­
t e r m i n e  t h e  u s e l e s s  l o o p s  ( p r o g r e s s  p r o p e r t y )  c o n c e r n i n g  t h e  
human d e s i g n e r s  d em an d s  t h e  k n o w l e d g e  o f  a  c o n c r e t e  a l g o r i t h m .  
O t h e r  p r o t o c o l  p r o p e r t i e s  f o r m u l a t i n g  i n  t h e  f o r m  o f  p r e d i c a t e  
q L 0 3 - i n v a r i a n c e  c a n  b e  e x a m i n e d  w i t h  t h e  e v a l u a t i o n  o f  p r e ­
d i c a t e s  i n  som e  n o d e s  o f  G g r a p h .
I n  o r d e r  t o  p u t  t h i s  m e t h o d  i n t o  p r a c t i c e  we h a v e  t o  
d e f i n e  t h e  s y s t e m  s t a t e  i n  t h e  c a s e  o f  c o n c r e t e  l a n g u a g e  
r e p r e s e n t a t i o n  o f  ( K, L) s y s t e m .  I t  m e a n s  t h e  d e f i n i t i o n  o f  
t h e  REP-1 f u n c t i o n .  The l a n g u a g e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  (K,L)  
s v s t e m  was p u b l i s h e d  i n  [K o v á c s  823 u s e s  e n t i t i e s  communi­
c a t i n g  w i t h  e a c h  o t h e r  t o  d e s c r i b e  t h e  p r o t o c o l .  I n  t h a t  c a s e  
t h e  REP- "' f u n c t i o n  was  d e f i n e d  a  q = <e C1 3 , e E 2 3 , . . . eEn3> 
w h e r e  q i s  e q u a l  t o  a  v e c t o r  ( n - t u p l e )  o f  t h e  s t a t e s  o f  
e n t i t i e s .
4 . 2 .  COMPUTER-AIDED VERIFICATION OF PROTOCOLS
The a u t o m a t e d  p r o t o c o l  v e r i f i c a t i o n  s y s t e m  d e s c r i b e d  
b e l o w  i s  a n  i n t e r a c t i v e  s o f t w a r e  t o o l  r e a l i z i n g  t h e  i m p r o v e d  
r e a c h a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  4 .1  s e c t i o n .  I n  t h e  f i r s t  s t e p  t h e
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p r o t o c o l  d e s i g n e r  d e s c r i b e s  t h e  p r o t o c o l  by  m ean s  o f  t h e  s p e c i ­
f i c a t i o n  l a n g u a g e .  I n  t h a t  p r o c e s s  t h e  d e s i g n e r  u s e s  t h e  l a n ­
g u a g e  c o n s t r u c t i o n s  and  a b s t r a c t  d a t a  t y p e s  p r e d e f i n e d  i n  t h e  
o p e n  a b s t r a c t  d a t a  t y p e  l i b r a r y  o f  t h e  s y s t e m .  The s p e c i f i c a ­
t i o n  l a n g u a g e  m ak es  i t  p o s s i b l e  t o  e x p r e s s  t h e  p r o t o c o l  p r o ­
p e r t i e s  d e m a n d e d  by  t h e  d e s i g n e r  i n  t h e  f o r m  o f  p r e d i c a t e s .
The  l a n g u a g e  s p e c i f i c a t i o n  o f  t h e  p r o t o c o l  i s  t h e  i n p u t  o f  t h e  
v e r i f i c a t i o n  s y s t e m .  I n  t h e  f i r s t  p a s s  t h e  s y s t e m  c o m p i l e s  t h e  
s p e c i f i c a t i o n  t h e n  i t  s t a r t s  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  G g r a p h  and  
t h e  e x a m i n a t i o n  o f  i t ' s  s t r u c t u r a l  p r o p e r t i e s .  The d e s i g n e r  
c a n  v i s u a l i z e  t h e  s y s t e m  i n f o r m a t i o n s  i n  t h e  way o f  t h e  
p r o g r e s s  o f  t h e  v e r i f i c a t i o n  by  m e a n s  o f  a d i s p l a y .  The j o b  o f  
d e s i g n e r  s i t t i n g  b e f o r e  t h e  d i s p l a y  i s  t o  " c u t "  t h e  i n f i n i t e  
b r a n c h  o f  G g r a p h  i n  t i e  c a s e  when n o  p r e d i c a t e  s i g n a l s  i t .
The  u s e r  o f  t h e  s y s t e m  c an  s t o p  t h e  v e r i f i c a t i o n  p r o c e s s  b y  
a n  i n t e r a c t i v e  command and  c a n  a s k  t h e  a c t u a l  v a l u e s  o f  p r o t o c o l  
v a r i a b l e s .
The  s p e e d  o f  s y s t e m  o p e r a t i o n  i s  d e t e r m i n e d  t o  t h e  g r e a t e s t  
e x t e n t  by  t h e  f a c t  t h a t  t h e  s y s t e m  c a n ' t  k e e p  t h e  w h o l e  G 
g r a p h  i n  memory b e c a u s e  o f  i t ' s  s i z e .  I t  i s  n e c e s s a r y  t o  sw a p  
t h e  p a r t s  o f  t h e  g r a p h  t o  t h e  d i s k .  As a  r e s u l t  o f  t h i s  f a c t ,  
a  p r o t o c o l  v e r i f i c a t i o n  p r o c e s s  e x c e e d s  t h e  a v e r a g e  s e s s i o n  
t i m e .
The f i r s t  e x p e r i e n c e s  o f  v e r i f y i n g  s y s t e m  o p e r a t i o n  
-  d e s p i t e  t h e  a w k w a r d n e s s  o f  t h e  s y s t e m  -  s t r e n g t h e n  o u r  r e ­
s o l u t i o n  w h i c h  c a n  l e a d  t o  t h e  i n t e r a c t i v e  a u t o m a t e d  s y s t e m s  
f o r  a n a l y z i n g  a n d  s y n t h e s i z i n g  p r o t o c o l s  i n  t h e  n e a r  f u t u r e .
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A u t o m a t i k u s  p r o t o k o l l  v e r i f i k á l á s  
K o v ács  L á s z l ó
ö s s z e f o g l a l ó
A d o l g o z a t  a  s z á m i t ó g é p - h á l ó z a t i  p r o t o k o l l o k  v e r i f i k á l á ­
s á r a ,  h e l y e s s é g é n e k  e l l e n ő r z é s é r e  s z o l g á l ó  a u t o m a t i k u s  m ód­
s z e r t  m u t a t  b e .  D e f i n i á l j a  a  p r o t o k o l l o k  e g y  a b s z t r a k t  m a t e ­
m a t i k a i  m o d e l l j é t .  Az a b s z t r a k t  m o d e l l  l e h e t ő s é g e t  t e r e m t  a  
p r o t o k o l l o k  l e g f o n t o s a b b  t u l a j d o n s á g a i n a k  f o r m á l i s  é r t e l m e z é ­
s é r e .  A k ö z ö l t  m ó d s z e r  a  p r o t o k o l l o k  s p e c i f i k á c i ó s  n y e l v ű  mo­
d e l l j é t  v i s s z a v e z e t i  az  a b s z t r a k t  m o d e l l r e ,  t e h á t  a z  i m p l e ­
m e n t á l t  v e r i f i k á l ó  r e n d s z e r  k é p e s  a  p r o t o k o l l o k  t u l a j d o n s á g a ­
i t  f e l d e r í t e n i .
АВТОМАТИЧЕСКАЯ ВЕРИФИКАЦИЯ ПРОТОКОЛОВ 
Л. Ковач
Р е з ю м е
В с т а т ь е  о п и с ы в а е т с я  а в т о м а т и ч е с к и й  м е т о д  п р о в е р к и  п р а ­
в и л ь н о с т и  и в ер и ф и к а ц и и  п р о т о к о л о в  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  с е т е й .  Оп­
р е д е л я е т с я  а б с т р а к т н а я  м а т е м а т и ч е с к а я  м о д ел ь  п р о т о к о л о в .  Аб­
с т р а к т н а я  м о д е л ь  д а е т  во зм о ж н о ст ь  д л я  ф о р м ал ь н о г о  т о л к о в а н и я  
важнейших х а р а к т е р и с т и к  п р о т о к о л о в . Описанный м е т о д  с в о д и т  м о ­
д е л ь  с о  спецификационным языком к а б с т р а к т н о й  м о д е л и  п р о т о к о ­
л а ,  с л е д о в а т е л ь н о  р е а л и з о в а н н а я  с и с т е м а  вер и ф и кац и и  с п о с о б н а  
о п р е д е л и т ь  х а р а к т е р и с т и к и  п р о т о к о л о в .
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Hanoi
En c o n s i d é r a n t  un  s y s t è m e  d y n a m iq u e  on v o i t  q u e  l a  n o n -
- s t a b i l i t ê  d e s  o r b i t e s  p é r i o d i q u e s  e n  g é n é r a l e  c o n d u i t  au
c h a n g e m e n t  du  c o m p o r t e m e n t  a s y m p t o t i q u e  de  s y s t è m e .  C ' e s t  l e
p h é n o m è n e  d e  b i f u r c a t i o n .  Les  b i f u r c a t i o n  l o c a l e s  t y p i q u e s
d a n s  l e  c a s  d ' u n e  d i m e n s i o n  s o n t  e x p r i m m é e s  d a n s  l e s  t h é o r è m e s
b i e n  c o n n u s  d e  G u c k e n h e i m e r  ( 2 ) .  Dans  l e s  b i f u r c a t i o n s
p o s s i b l e s  on  s ' i n t é r e s s e  b i e n  a u x  b i f u r c a t i o n s  de  p é r i o d e
d o u b l e .  P u i s q u e  l e  p h é n o m è n e  de  b i f u r c a t i o n s  d e  p é r i o d e
d o u b l e  e s t  u t i l i s é  p o u r  e x p l i q u e r  l ' u n e  d e s  m a n i è r e s  de
n a i s s a n c e  d e  l a  t u r b u l e n c e . A u t r e m e n t  d i t ,  l a  t u r b u l e n c e  d a n s
q u e l q u e s  s y s t è m e s  p e u t  ê t r e  c o n s i d é r é e  comme l ' a c c u m u l a t i o n
de s u c c e s s i v e s  b i f u r c a t i o n s  de  p é r i o d e  d o u b l e  ( v o i r  С10,113Л)-
Le t h é o r è m e  s u i v a n t  m o n t r e  q u e  l e  p hénom ène  de  b i f u r c a t i o n s
✓
de  p é r i o d e  d o u b l e  e s t  l a  c o n s e q u e n c e  de  l a  n o n - s t a b i l i t e  
n é g a t i v e .  C - â - d .  l a  n o n - s t a b i l i t é  n é g a t i v e  d e s  p o i n t s  
p ê r i o d e q u e s  de  p é r i o d e  n d ' u n  s y s t è m e  à une  d i m e n s i o n  i m p l i q u e  
l ' e x i s t e n c e  d e s  p o i n t s  p é r i o d i q u e s  de  p é r i o d e  2N.
THEOREME
S o i t  f  u n e  a p p l i c a t i o n  de  c l a s s e  de  l ' i n t e r v a l l e
I  = C0 , 1 H d a n s  l u i - m e m e .  S ' i l  e x i s t e  un p o i n t  f i x e  n o n -  
- s t a b l e  n é g a t i f ,  c - â - d .  i l  e x i s t e  un  p o i n t  z e I  t e l  q u e  
f ( z )  = z e t  f ' ( z )  < - 1 .  A l o r s  l ' a p p l i c a t i o n  f  a  une  o r b i t e  
de  p é r i o d e  2 .
Dans  l a  d e m o n s t r a t i o n  d u  t h é o r è m e  on u t i l i s e  l a  s u i v a n t e
48
P r o p o s i t i o n  1.
S i  f  s a t i s f a i t  aux  c o n d i t i o n s  d u  t h é o r è m e ,  i l  e x i s t e  un 
v o i s i n a g e  U = ( z + e , z + e )  d e  u t e l  q u e  p o u r  t o u t  x  U on  
a i t  t o u j o u r s  d e s  e n t i e r s  n ( x ) , m ( x )  p o u r  l e s q u e l s
f n ( x )  ( x ) - z  > e ;  f m<xh x ) - z  < - s
D e m o n s t r a t i o n  de  l a  P r o p o s i t i o n  1
S o i t  f ' . ( z )  =  -  C,  o u  C > 1 ,  p a r  l a  c o n t i n u t é  d e  f ! 
i l  e x i s t e  un v o i s i n a g e  V = (z-<5,z+<$j de  z t e l  q u e
-  / C > f 1 (x)  > p o u r  t o u t  x  e Vо
Nous c o n s i d é r o n s  l e  v o i s i n a g e  U = ( z - e , z + e )  a v e c  e = 6 / c 3 , 
Q uand  x 6 U o n  a  t o u j o u r s  | f J (x) | > / c  > 1 d o n c  i l
e x i s t e  un n-| t e l  que  f  (x j  n e  s o i t  p a s  c o n t e n u  d a n s  U.
On n o t e
r n jn =£ m in  in ^  t e l  q u e  f  (x)  ^  U}
A l o r s  | f n (x) -  z |  > e e t  | f ^ ( x j  -  z |  < e V i < n .
S a n s  l i m i t e r  l a  g é n é r a l i t é  on  p e u t  s u p p o s e r  q u e
f n (x j  -  z > e ( 1 )
A l o r s
I fП(xj -  z|  -  | f o f n_J (xj -  z|  = j f  J (Л) I * I fn 1(x) -  z|  (2)
o u  n e s t  une  v a l e u r  e n t r e  f n ^ ( x )  e t  z .  P u i s q u e  f n 1 (xj  
r e s t e  e n c o r e  d a n s  l e  v o i s i n a g e  U, g r e s t e  a u s s i  d a n s  ce  
v o i s i n a g e ,  d o n c  f ' ( n j  > C2 .
En r e m p l a ç a n t  d a n s  (2) on  a
c - â - d .  f n (x j  6 Vj f n (xj -  z I < C2 *e < C2 . <$/c3 < 6 ,
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П“” 1Nous c o n s i d é r o n s  l a  d i f f e r e n c e  f r (x) -  z e t  a v o n s
f n + 1 (x)  -  z = f  о f n ( x) -  z = f  ' ( v») • ( f n ( x ) - z )
ou  e s t  e n t r e  f n (x)  e t  z d o n c  i l  r e s t e  e n c o r e  d a n s  l e  
v o i s i n a g e  V.
A l o r s
f  ' ( \>) • ( f n (x) -  z ) <  /Ü *e  < e C - à - d .  f n+1 (x) -  z < -  e 
La  d é m o n s t r a t i o n  de  l a  P r o p o s i t i o n  1 e s t  t e r m i n é e .
Remarque
De c e t t e  P r o p o s i t i o n  on  p e u t  d é d u i r e  q u e  d a n s  ce  v o i s i n a g e  
i l  y  a  d e s  p o i n t s  t ,  p o u r  l e s q u e l s  f ( t )  > t ( r e s p .  f ( t )  < t )  
e t  i l  e x i s t e  un  c e r t a i n  e n t i e r  n t e l  q u e
f n ( t )  < t  ( r e s p .  f n ( t j  > t ) . En e f f e t ,  s i  t  G U s u p p o s e  
f ( t )  < t ,  on a  z+e > t  e t  d ' a p r è s  l a  P r o p o s i t i o n  i l  e x i s t e  
n t e l  q u e
f n ( t )  -  z > e Donc f n ( t }  > z+e > t .
D e m o n s t r a t i o n  du T h e o r e m e
P o u r  t o u t  
s u i v a n t
s i  f ( x )  > À,
s i  f ( x )  < x
x  G I  on d e f i n i t  un no m b re  e n t i e r  n ( x )
n ( x )  t e l  q u e  f a ( x )  > x  a v e c  n  ^  n ( x )  e t
cn ( x ) +1 . л . f  (x)  < x
, n ( x )  t e l  q u e  f n (x_) x  a v e c  n  £  n ( x )
f n ( x ) + , ( x )  > X
c o m m e
e t
e t  p o s e
N = m i n í n ( x ) ,  V x G 1}
d ' a p r è s  l a  P r o p o s i t i o n  p r é c é d e n t e  N e s t  un no m b re  e n t i e r  
f i n i .  Dans l e  c a s  N = 1 l a  c o n c l u s i o n  du T h é o rè m e  e s t  
d o n n é e  d a n s  l a
5 0
P r o p o s i t i o n  2
S o i t  f  u n e  a p p l i c a t i o n  c o n t i n u e  d e  I  d a n s  l u i - m ê m e .  
S u p p o s e  f  a i t  d e s  p o i n t s  x  G I  a v e c  l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e
f ( x )  > x ( r e s p .  f  (x)  < x) e t  f 2 (x)  < x ( r e s p .  f 2 (x)  > x)
A l o r s  i l  e x i s t e  u n e  o r b i t e  p é r i o d i q u e  d e  p é r i o d e  2 .
N ous  f e r o n s  l a  d é m o n s t r a t i o n  d a n s  l e  c a s  f ( x )  > x e t  
f 2 (x)  < x.
Vu q u e  f 2 ( x )  < x e t  f 2 ( 0)  ■> 0 ,  d a n s  l ' i n t e r v a l l e  C0, x)  
i s  e x i s t e  au  m o i n s  un p o i n t  y  t e l  q u e  f 2 (y)  = y .  On a p p e l l e  
p l e  p o i n t  l e  p l u s  p r o c h e  d e  x t e l  q u e  (p )  = p .  A l o r s
f 2 (q) ф 1 a v e c  q G ( p , x ) .
P u i s q u e  f 2 ( x)  < x  on a
f 2 (q) < q  a v e c  t o u t  q G ( p , x j  (1)
S i  p n ' é t a i t  p a s  un p o i n t  d ' u n e  o r b i t e  p é r i o d i q u e  de 
p é r i o d e  2 ,  a l o r s  p s e r a i t  u n  p o i n t  f i x e  d e  f  : f ( p )  = p .
Dans l ' i n t e r v a l l e  ( p , x j  o n  a u r a i t  t o u j o u r s  f ( q )  ф q  e t  
f ( x )  > x d o n c
f  ( q )  > q a v e c  t o u t  q G (p,x_) (2)
A l o r s  i l  e x i s t e r a i t  un p o i n t  t  p r è s  de  p t e l  q u e  t  G ( p , x )
p  < f  ( t  ) •£ x  ( 3 )
P a r  (2) e t  ( 3)  on a u r a i t  f 2 ( t )  = f o f ( t j  > f ( t j  > t .
C e l u i  e s t  a v e c  ( 10 .  Donc f ( p )  ф p , e t  p e s t  u n  p o i n t  
p é r i o d i q u e  d e  p é r i o d e  2 .
Le c a s  o ù  f ( x )  > x e t  f 2 (x)  = x e s t  e v i d e n t .
Nous r e v e n o n s  à l a  d é m o n s t r a t i o n  du T h é o r è m e  d a n s  l e  c a s  où 
N ^  2 .  On n o t e  u l e  p o i n t ,  p o u r  l e q u e l  n ( u )  = N e t  s u p p o s e  
f  (u) > u .  A l o r s  on a
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c i  \ ~ -^N, ч , _N+1 - чf ( u )  > u ,  f  (u)  > u  e t  f  (u)  < u
NN o t e  v  = f  (u) on a  v  > u
En c o m p a r a n t  v  a v e c  f ( u )  on  o b t i e n t  l e s  s u i v a n t s
Dans  l e  c a s  v = f ( u ) ,  c - à - d .  f N+  ^ f ( u )  = f ( u ) .
S i  N ^  3 e t  f  f ( u )  ф f ( u )  c ' e s t  f ( u )  q u i  e s t  p o i n t  
p é r i o d i q u e  d e  p é r i o d e  p l u s  g r a n d  q u e  2 . D '  a p r è s  T h é o rè m e  
de  S h a r k o v s k i  (C5I1) i l  e x i s t s  d e s  p o i n t s  p é r i o d i q u e s  de  p é r i o d e  
2 .  Donc n o u s  n e  c o n s i d é r o n s  l e  c a s  o ù  de  ce  q u e
'  o f ( u )  = f  (u)
i l  r é s u l t e
f o f ( u )  = f ( u j
Dans l e  c a s  v  > f ( u )  i . e .  o f (u) f ( u )  d ' a p r è s  l a
d é f i n i t i o n  d e  N on  a
f o f ( u )  > f ( u j
En somme, d a n s  l e  c a s  v  ^  f ( u )  on  o b t i e n t
f o f ( u )  _> f ( u )
De l a  d é f i n i t i o n  de N, e n  a p p l i q u a n t  p o u r  f ( u )  on  a
f No f ( u J  _> f  (u)  e t
f ( v )  = f N+1 (u) = f No f ( u )  >_ f  (u)  > u
C e t t e  c o n t r a d i c t i o n  e x c l u s e  l a  p o s s i b i l i t é  v ^  f ( u ) .
Donc n o u s  a v o n s
f ( v )  < u < v  < f  ( u)
D ' a p r è s ' l e  t h é o r è m e  d e s  v a l e u r s  i n t e r m e d i a i r e s  i l  e x i s t e  d e s  
p o i n t s  d a n s  ( u , v ) , a u x q u e l l e s  l a  f o n c t i o n  f  p r e n d  l a  v a l e u r  
v .  On n o t e  w l e  p o i n t  l e  p l u s  p r o c h e  de u t e l  q u e
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f ( w)  = V
P u i s q u e  f ( u )  > v ,  d a n s  l ' i n t e r v a l l e  ( v , w)  on a  t o u j o u r s
f ( x )  > v  > X p o u r  t o u t  X G ( u , w)  (4)
On a  a u s s i
f o f ( w )  = f ( v )  £  u e t  f o f ( u )  > u  p u i s q u e  f ( u )  > u .  
A l o r s  i l  e x i s t e  u n  p o i n t  s  G ( u , w)  t e l  q u e
f o f ( s )  = s
P a r  (4) l e  p o i n t  s  n ' e s t  p a s  un  p o i n t  f i x e .
C .Q .F .D .
Remarque
En g é n é r a l  l a  n o h - s t a b i l i t é  p o s i t i v e  d e s  p o i n t s  p é r i o d i q u e s  
d e  p é r i o d e  N n ' i m p l i q u e  p a s  l ' e x i s t e n c e  d e s  p o i n t s  p é r i o d i q u e s  
d e  p é r i o d e  2N. P a r  e x e m p l e
f ( x j  = x a a v e c  a  > 1.
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A n e g a t i v  i n s t a b i l i t á s  i m p l i k á l j a  a  2 p e r i ó d u s u  p á l y a
l é t e z é s é t
N g uyen  Cong Thanh  
Ö s s z e f o g l a l ó
A d o l g o z a t b a n  a  k ö v e t k e z ő  t é t e l t  b i z o n y l t j u k  b e :  
l e g y e n  f  a  СО, 13 i n t e r v a l l u m  e g y  l e k é p z é s e  önma­
g á b a ;  h a  f - n e k  l é t e z i k  e g y  zE СО, 13 f i x p o n t j a  ú g y ,  
h o g y  f ' ( z )  < - 1 ,  a k k o r  a z  f  l e k é p z é s n e k  v a n  2 p e r i ó d u s u  
p á l y á j a .
The n e g a t i v e  u n s t a b i l i t y  i m p l i e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  2 - p e r i o d
p o i n t
N g u y en  Cong T h a n h
Summary
I n  t h i s  p a p e r  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  i s  p r o v e d :
1
l e t  f  b e  a  C - m a p p i n g  o f  t h e  i n t e r v a l  CO, 13 i n t o  i t s e l f ;  
i f  t h e r e  e x i s t s  a  f i x e d  p o i n t  z G CO, 13 o f  f  s u c h  t h a t  
f ' ( z ) < - 1 ,  t h e n  t h e  m a p p i n g  f  h a s  2 - p e r i o d  o r b i t .
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ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ВЛЕЧЕТ ЗА СОБОЙ СУЩЕСТВОВАНИЕ ОР
БИТЫ ПЕРИОДА 2
Нгуен  Конг  Тхан
Р е з ю м е
В р а б о т е  д о к а з ы в а е т с я  следующая т е о р е м а :  п у с т ь  f  о т о б р а -  
1
жение  к л а с с а  С и н т е р в а л а  СО,U  в с е б я ;  е с л и  с у щ е с т в у е т  н е п о д ­
виж ная  т о ч к а  z 6 C 0 , i : ]  т а к а я ,  ч т о  f ' ( z ) < ~ l  , то  т о г д а  о т о б р а ж е н и е  
f  и м е ет  о р б и т у  п е р и о д а  2 .
MTA S Z T A K I  K ö z l e m é n y e k  3 3 / 1 9 8 5  p .  5 5 - 6 7
ON FUZZY AUTOMATA AND FUZZY GRAMMARS
K . G . P e e v a
Center of Applied Mathematics 
Sofia 1000,P.O.Box 384
ABSTRACT, F u z z y  g ra m m a rs  a n d  f u z z y  l a n g u a g e s  i n  c o n n e c t i o n  
w i t h  f i n i t e  f u z z y  a c c e p t o r s  a r e  s t u d i e d .  L e t  A b e  a f i n i t e  
f u z z y  a c c e p t o r  and  R(A)  b e  t h e  s e t  o f  a l l  w o r d s  r e c o g n i z a b l e  
b y  A. I t  i s  p r o v e d  t h a t  f o r  e a c h  f u z z y  r e g u l a r  g ram m ar  g e -
Г
n e r a t i n g  t h e  l a n g u a g e  L( Gp )  t h e r e  e x i s t s  a  f i n i t e  f u z z y  a c ­
c e p t o r  A s u c h  t h a t  R ( A) = L ( G„ )  an d  v i c e  v e r s a .
Г
The m a i n  r e s u l t s  a r e  a b o u t  a l g o r i t h m i c a l  d e c i d a b i l i t y  o f  
е - e q u i v a l e n c e  a n d  e - r e d u c t i o n  by  i n p u t s .  I t  i s  shown t h a t  t h e  
r e l a t i o n  e - c l o s e n e s s  o f  m a t r i c e s  i s  i n v a r i a n t .  On t h i s  b a s e  
some p r o p e r t i e s  o f  t h e  e - e q u i v a l e n c e  a n d  e - r e d u c t i o n  a r e  o b ­
t a i n e d  a n d  t h e i r  a p p l i c a t i o n  i n  s y n t a c t i c  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n  
a r e  d i s c u s s e d .
1 . e“ CLOSENESS OF MATRICES
I n  t h i s  s e c t i o n  e - c l o s e n e s s  f o r  m a t r i c e s  o v e r  a  b o u n d e d  
c h a i n  i s  d e f i n e d  a n d  s t u d i e d .  T h e s e  a l g e b r a i c  r e s u l t s  a r e  n e ­
c e s s a r y  f o r  t h e  e - e q u i v a l e n c e  and  e - r e d u c t i o n  b y  i n p u t  w o r d s  
w h i c h  i s  t h e  s u b j e c t  o f  s e c t i o n  3.  The a l g e b r a i c  t e r m i n o l o g y  
i s  a c c o r d i n g  t o  C33.
L e t  IL=(CO, 1 3 , » , л , 0 , 1 )  b e  a  b o u n d e d  c h a i n  C3D o v e r  t h e  o r d e ­
r e d  s e t  СО, Щ е ц  w i t h  l o w e r  a n d  u p p e r  b o u n d s  r e s p e c t i v e l y  О 
and  1 a n d  o p e r a t i o n s  ▼ an d  л .
L e t  A = ( a . . )  a n d  B = ( b . . )  b e  m a t r i c e s  o v e r  t h e  b o u n d e d  l j  mxn i j  nxp
c h a i n  IL w i t h  e l e m e n t s  a .  . , b .  . 6C0, 1H f o r  e a c h  i , j .  The m a t r i xl ]  l ]  '  ' J
C = A B = ( c . . )  i s  a  p r o d u c t  o f  A a n d  В i f  l j  mxp r
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n
с .  .= -  ( а . ,  лЬ . ) f o r  e a c h  a n d  e a c h  j = l , . . . , p  14 3
K3
I t  i s  e a s i l y  e s t a b l i s h e d  t h a t  t h e  m a t r i x  m u l t i p l i c a t i o n  i s  a s ­
s o c i a t i v e .  H a v i n g  i n  mind t h i s  p r o p e r t y  we s n a i l  o m i t  t h e  
b r e c k e t s  n e x t .
L e t  A = ( a . . )  a n d  B = ( b . . )  b e  m x n - m a t r i c e s  a n d  e e C 0 , 1 3  b e
i l
f i x e d .  We s a y  t h a t  t h e i S ro w  i n  A i s  г - c l o s e  t o  t h e  к t h ro w
i n  В i f  j a .  -b ,  |<_e h o l d s  f o r  e a c h  s ,  l < s < n ;  A a n d  В a r eIS  .K s
z - o l o s e  ( n o t a t i o n  d ( A , B ) < e )  i f  | a . . - b . . | <e h o l d s  f o r  e a c h  i ,
=  1 1 3  1 3  1 =
l £ i £ m  a n d  f o r  e a c h  j ,  l < j < n .
Th eo rem  1 .  I f  A = ( a . )  , a n d  B = ( b . )  . a r e  e - c l o s e  t h e nI n x l  3  nxJ.
I ? ( a  . ) - 7 ( b  . ) I <e i s  v a l i d .
‘ d i d  3 ' =
P r o o f .  L e t  7 ( a . ) = a ,  a n d  ' T C b . ^ b  . T hen  
3 3 к 3  3 r
a, - e<b ,  <b <a  +e<a, +e ==> к =  k =  r =  r  =  к
а^-££Ь  £а^+ е =>
- e < b  -a ,  <e <=^ => lb  - a ,  | < e ,  i . e ,=  r  k =  1 г  к 1 = 7 ( a . ) - 7 ( b . ) I<e 3 3 3  3 '=
I n  p a r t i c u l a r ,  i f  | а ^ - а ^ | > 2 е  f o r  e a c h  ±фк t h e n  ~ ( а ^ ) = а ^
a n d  " ( ( b . ^ b ,  f o r  t h e  same i n d e x  к  b e c a u s e  
3 3 к
a . + 2 e£a,  < ^ > a . + £ £ a , - e  => b  . <a .  +£<.a, - e < b ,  a n d  h e n c e  b . < b ,  
f o r  e a c h  i ^ k .
t  tI t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  T h . l  i s  v a l i d  f o r  A a n d  В a s  w e l l .
Theorem  2 .  I f  d ( A , B ) < e  a n d  d ( C , D ) £ e  t h e n  d( AC, BD) <=e h o l d s  
w h e n e v e r  t h e  p r o d u c t s  make s e n c e .
P r o o f .  A c c o r d i n g  t o  t h e  d e f i n i t i o n s  d ( AC, BD) £ e  <—> 
l k ( /4 ( a i K , ck j )  ) " k ( ( b i k , d k j  ) ) l=e f o r  e a c h  i , j .  We s h a l l  p r o v e  
t h e  l a s t  i n e q u a t i o n  f o r  a r b i t r a r y  i , j .  F o r  t h e  v e c t o r - m a t r i c e s
( v ± j ( k ) )  
(w± j ( k ) )
( ^ a i l , C l j h ~ ( a  
) ~ ( b
i 2
i 2
we o b t a i n  d (V ^  j  , W ^  ) <e b e c a u s e  I j  (k  ) -w^^ (k  ) |< e  f o r  e a c h  к 
a s  i t  i s  sh o w n  b y  t h e  f o l l o w i n g  p o i n t s :
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1 .  I f  v 1;j( k ) = - ( a l k , c k j ) . a i k  an d  w±j ( k ( b . k ^  . ) - b l k  t h e n  
I v x j  ( к ) *“wi  ^ ( k ) | = | a i jc~bjLj^  |^ e  b e c a u s e  d ( A , B ) < e ;
2 .  I f  v t j ( k ) - - ( a i k , o k j ) - c kj  an d  w±j  ( к ) - * ^ , « ^ . ,  l - d ^  t h e n  
I v ±j ( k ) - w i ; . ( k )  | = | c k j “dk j  I <e b e c a u s e  d ( C ,D ) < e  ;
3 .  I f  v i j ( k ) = - ( a i k , c k j )=ai k  an d  w± j ( k j - ' t b ^ , ^  l - d ^  t h e n
^ i k 6l"a i k - e / a i k +e:i C ck .6Ca i k  / 13 b e c a u s e  a ^ ^ c ^ . .  S i n c e
dk j ei"ck j _e  ' c k j  + e:] a n d  d k j e C 0 , a i k +e:i ( dk j = b i k = a i k +£  ^ we o b t a i n  
dk j e  Cai k - e , a i k 4€] a n d  h e n c e  | v ± . ( k ) - w ± . ( k )  | = | a i k ~dk . |<e
4 .  I f  v i : j ( k ) = - ( a i k , c k j ) =ck j  a n d  w± j  ( k ) “ * ( b ±k , d k j  )=bk j  b y
a n a l o g y  w i t h  t h e  p r e v i o u s  c a s e  we o b t a i n  I v i j  ( k  ) - w ^ j  ( k ) |< e
S i n c e  I j ( k ) - w ^ j ( k ) | <e i s  v a l i d  f o r  e a c h  к  we h a v e  
d ^ i j ,Wi j ^ = £ * A c c o r d i n 9  t o  T h . l  t h e  i n e q u a t i o n
“ k wi j ( k H < £  i s  t r u e ,  i . e .  | ~(  ?(  a ± k , ck  j  ) ) - £ (  ~ ( b ±k , dk ) ) | <e 
i s  v a l i d .
к  V k ) -
T h e o re m  3 .  I f  d ( A , B ) ^ e  t h e n :
i )  d ( C A , C B ) < e ;  i i )  d  ( AT, ВТ ) <_e ; i i i )  d ( CAT, CBT) <e  
w h e n e v e r  t h e  p r o d u c t s  make  s e n c e .
The p r o o f  f o l l o w s  f r o m  T h . 2 .
2. FUZZY ACCEPTORS AND FUZZY GRAMMARS
We d e f i n e  a n d  s t u d y  f u z z y  a c c e p t o r s  an d  f u z z y  g ram m ars  b y  
a n a l o g y  w i t h  121 w h e r e  t h e  s t o c h a s t i c  a c c e p t o r s  a n d  s t o c h a s t i c  
g r a m m a r s  a r e  c o n s i d e r e d .  The t e r m i n o l o g y  f o r  a u t o m a t a  a n d  l a n ­
g u a g e  t h e o r i e s  i s  a c c o r d i n g  t o  C2D, C4 : , C5D.
A f u z z y  a u t o m a t o n  A C4D,C6:i  i s  a  q u i n t u p l e  A=(X,Q,Y,M,IL) 
w h e r e  :
( i )  X, Q, Y a r e  n o n e m p t y  s e t s  o f  i n p u t  l e t t e r s ,  s t a t e s  a n d  
o u t p u t  l e t t e r s  r e s p e c t i v e l y ;
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( i i )  М={М(x / y ) = ( m ^ j ( x / y ) ) / x 6 X ,y 6 Y ,пи^6110,1!]} i s  t h e  s e t  o f  
t h e  t r a n s i t i o n - o u t p u t  m a t r i c e s ,  t h e  s t e p - w i s e  b e h a v i o u r  o f  A;
( i i i )  b  = ( i s  t h e  b o u n d e d  c h a i n .
I f  X, Q, Y a r e  f i n i t e  t h e n  A i s  c a l l e d  f i n i t e  a u t o m a t o n .
The i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  m e m b e r s h i p  d e g r e e s  m ^ ^ ( x / y ) S E 0 , 1 j  
i s  w e l l - k n o w n  C 4 l , C 6 1 :  e a c h  e l e m e n t  п и ^ ( х / у )  d e t e r m i n e s  t n e  
s t e p - w i s e  b e h a v i o u r  o f  A. I f  i n  s t e p  t  t h e  a u t o m a t o n  i s  i n  
s t a t e  a n d  r e c e i v e s  t h e  i n p u t  l e t t e r  x ,  i t  p u t s  o u t  t h e  o u t ­
p u t  l e t t e r  у i n  s t e p  t  a n d  r e a c h e s  t h e  s t a t e  q^ i n  t h e  n e x t  
s t e p  t + 1  w i t h  t h e  m e m b e r s h i p  d e g r e e  m . ; ( х / у ) e C 0 , i n .
A f i n i ' t e  f u z z y  a c c e p t o r  ( s h o r t l y  a c c e p t o r ) A = ( X , Q , q o ,F,M,IL) 
i s  a  f i n i t e  f u z z y  a u t o m a t o n  w i t h o u t  o u t p u t s  ( i . e .  | Y | = 1 ) ,  w i t h
f i x e d  i n i t i a l  s t a t e  q o GQ a n d  w i t h  a  s e t  F«Q o f  t h e  f i n a l  s t a ­
t e s  .
L e t  X* b e  t h e  f r e e  m o n o i d  g e n e r a t e d  b y  X w i t h  e6X* a s  u n i t  
e l e m e n t .  We e x t e n d  t h e  s t e p - w i s e  b e h a v i o u r  o f  t h e  a c c e p t o r  
A = ( X , Q , q o , F , M ^ )  t o  t h e  c o m p l e t e  b e h a v i o u r  o f  A f o r  kG U c o n ­
s e c u t i v e  s t e p s  a s  f o l l o w s :  s i n c e  t h e  e m p t y  w o rd  e  n e e d  no t i m e  
we d e f i n e  M ( e ) = I ,  w h e r e  I  s t a n d s  f o r  t h e  u n i t a r y  m a t r i x  o f  o r ­
d e r  I QI , t h e  c a r d i n a l i t y  o f  Q; i f  t h e  i n p u t  w o rd  uGX* i s  a 
l e t t e r  xGX t h e n  t h e  t r a n s i t i o n  m a t r i x  i s  M( u ) = M( x ) ;  i f  i n  k > l  
c o n s e c u t i v e  s t e p s  t h e  l e t t e r s  x ^ , . . . , x ^ 6 X  a r e  f e d  i n t o  A ( i . e .  
t h e  i n p u t  word i s  u = x ^ . . . x^GX*) t h e n  M( u ) = M ( x ^ ) . . . М( х ^ )  a n d  a n  a r ­
b i t r a r y  e l e m e n t  п к ^ ( и ) 1 п  M( u)  i s  i n t e r p r e t e d  a s  t h e  m e m b e r s h i p  
d e g r e e  f o r  t h e  s t a t e  q ^  a n d  t h e  i n p u t  w o r d  u i n  s t e p  t  u n d e r  
t e h  s t a t e  q^ i n  s t e p  t + k . We d e n o t e  b y  M* t h e  s e t  o f  a l l  t r a n ­
s i t i o n  m a t r i c e s  ( t h e  c o m p l e t e  b e h a v i o u r )  f o r  t h e  g i v e n  a c c e p t o r  
A:
M* = {M(u)  = (пи  ^( u)  ) /uGX* } .
The  s e t  o f  a l l  w o r d s  uGX*, w h i c h  a r e  r e c o g n i z a b l e  b y  t h e  a c c e p t o r  
A i s  d e n o t e d  b y  R ( A ) :
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R( A) = {u /uG X*,  3mQj ( u ) > 0 ,  q^GF}.
We d e f i n e  t h e  n o t i o n  f u z z y  g ram m ar  b y  a n a l o g y  w i t h  L22 
w h e r e  s t o c h a s t i c  g ra m m a rs  a r e  d e f i n e d  an d  s t u d i e d .
A f u z z y  grammar  G = ( N , T , S , P  ) i s  s p e c i f i e d  b y  a  f i n i t e  s e t
Г Г
N o f  n o n t e r m i n a l  s y m b o l s ,  a  f i n i t e  s e t  T o f  t e r m i n a l  s y m b o l s ,  
d i s j o i n t  f r o m  N, an  e l e m e n t  SGN c a l l e d  t h e  s t a r t  s y m b o l  a n d  a  
f i n i t e  s e t  o f  f u z z y  p r o d u c t i o n s  
P i ia .  —Ы  b . . ,  i = l , . . . , k ,  j = l , . . . , n . ,  w h e r e  a . G( NUT ) * N( NUT ) * , l  до J l  l
b ^ j S ( N U T ) *  a n d  р ^ ^ 6 СО, 1 3  i s  t h e  m e b e r s h i p  d e g r e e  f o r  t h i s  p r o ­
d u c t i o n .  F o r  t h e  f u z z y  g ram m ar  Gp we s a y  t h a t  w d i r e c t l y  d e r i v e s  
Р ± ц
w '  ( n o t a t i o n  w — 4 w ' ) w i t h  t h e  m e m b e r s h i p  d e g r e e  p .  . i f f
p .  . 13
Cl a i C2 '  W, = c l ^ i j c 2 anc  ^ a i — *  ;i-s  a  Pr ° d u c t i o n  i n  ; we s a y
t h a t  w d e r i v e s  w '  w i t h  m e m b e r s h i p  d e g r e e  p=~ p^ ( n o t a t i o n
p
w £  w ' ) i f  t h e r e  e x i s t s  a  s e q u e n c e  w. , . . . , w n+1 i n  (NUT)* s u c h
P it h a t  w=w^, w '=w n + ^ a n d Wj wj  + i  f ° r  T^ e  b i n a r y  r e l a ­
t i o n  —к -*• i s  t h e  r e f l e x i v e  a n d  t r a n s i t i v e  c l o s u r e  o f  -*■ .
The f u z z y  l a n g u a g e  L( Gp)  g e n e r a t e d  by  Gp i s  t h e  s e t  o f  a l l
t e r m i n a l  s t r i n g s  w h i c h  c a n  b e  d e r i v e d  f r o m  S :
p  к
L(G^)  = { ( u ,  p (  u )  ) / uGT*, S ^ 4  u ,  j = l , . . . , k ,  p ( u ) = ^ 1 р ^ > 0 ) .
The  n u m b e r  o f  t h e  d i f f e r e n t  w ay s  t o  o b t a i n  u f r o m  S i s  d e n o t e d  
b y  к .
E x a m p le  1 .  L e t  t h e  f u z z y  g ra m m a r  G = ( N , T , S , P  ) w i t h
w
N = { s 0 , s 1 # s 2 } , T = { a , b ) , s = s
S 9 Л  aSl s , aS .о 1 1 1
Sо ° a b s 2 s  9 Л  b i b s 2
S 1 a
s 2 ° h b
b e  g i v e n .  The  f u z z y  l a n g u a g e  L( Gp)  g e n e r a t e d  b y  Gp i s
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L( Gf )= { ( b 2 , 0 , 3 ) }  и  { ( a nb 2 , 0 , l ) / n > l } ü { ( a n , 0 , l ) / n > l } .
T h e  grammar G = ( N , T , S , P )  o b t a i n e d  f r o m  t h e  f u z z y  g ra m m a r  
G p = ( N , T , S , P F ) b y  f o r g e t t i n g  t h e  m e m b e r s h i p  d e g r e e s  i n  t h e  p r o ­
d u c t i o n s  i n  Pp i s  c a l l e d  a s s o c i a t e d  t o  G p . The f u z z y  g ram m ar  
Gp h a s  t y p e  0 , 1 , 2 , 3  i f  i t s  a s s o c i a t e d  g ra m m a r  G h a s  t y p e  0 , 1 , 2 , 3  
r e s p e c t i v e l y .
I n  t h i s  p a p e r  we e o n s i d e r  o n l y  t h e  f u z z y  g ra m m a rs  o f  t y p e  3 .
F o r  a  f u z z y  g r a m m a r  o f  t y p e  3 ( f i n i t e  s t a t e ,  r e g u l a r )  a l l  p r o -
I ? i i  p •
d u c t i o n s  i n  P„ a r e  a s  f o l l o w s :  S.  —=4 x S . o r  S. —4 y ,  w h e r eF l  s l  1
, S j G N , x , y € T .
T heo rem  4 .  L e t  G p = ( N , T , S , Pp ) b e  a  f u z z y  g ram m ar  o f  t y p e  3 .  
I f  A = ( X , Q , q o , F , M, I L)  i s  a n  a c c e p t o r  w i t h  X=T;. Q=N>J{e };  q Q=S;  
F = { S , E }  i f  t h e  p r o d u c t i o n  S ^  e  b e l o n g s  t o  P an d  F={E} o t h e r -
Г
w i s e  a n d  t h e  f o l l o w i n g  m e m b e r s h i p  d e g r e e s  f o r  e a c h  q ^ , q ^ e N ,  
q f GF,  xGT:
m. . ( x ) =p .  . >0 i f  q .  — x q . i s  a  p r o d u c t i o n  i n  P „ ;
1 p  D £
m. . ( x ) = p . >  О i f  q .  4  X i s  a  p r o d u c t i o n  i n  Р „ ;
1 ]  1 1  Г
mi j (x )=  0 o t h e r w i s e ,
t h e n  R( A) = L ( G„ ) .
Г
P r o o f .  L e t  z = ( z  ( i ) ) ,  i ^ i b e  t h e  v e c t o r - r o w  w i t h  e l e m e n t s  о  о l x  Q
The  p r o d u c t  z q . M ( u ) d e t e r m i n e s  t h e  b e h a v i o u r  o f  A u n d e r  t h e  i n ­
p u t  w ord  uGX* i f  t h e  i n i t i a l  s t a t e  i s  q Q6Q. L e t  г р = ( z p ( i ) ) j ^ j  
b e  t h e  c o l u m n - v e c t o r  w i t h  e l e m e n t s
Z p ( i )  =
j  1 i f  q±eF,
1 0 o t h e r w i s e .
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Then  z q . M( u ) . z f GCO, 13 g i v e s  t h e  m a x i m a l  m e m b e r s h i p  d e g r e e  f o r
t h e  i n p u t  w o r d  uGX* i f  t h e  b e g i n n i n g  s t a t e  i s  t h e  i n i t i a l  s t a t e
q Q6Q a n d  t h e  l a s t  s t a t e  b e l o n g s  t o  F .  O b v i o u s l y  uGLCG^,) <=>
z . M ( u ) . z „ > 0 < = > u G R (A ) . о F
T h e o re m  5 .  L e t  A = ( X ,Q ,q o ,F,M,JL) b e  a n  a c c e p t o r .  I f  
GF = ( N , T , S / PF ) i s  a  f u z z y  g ram m ar  w i t h  N=Q, T=X, S=qQ a n d  p r o ­
d u c t i o n s  i n  P „  h a v e  t h e  f o r m  q .  x q . i f  m. . ( x ) = p .  . > 0 ,  w here
q ^ , q ^ 6 Q  a n d  xGX, o r  q^  —i  x i f  m ^ ^ ( x ) = p ^ > 0  f o r  q^GQ, q ^ GF ,  
xGX, t h e n  G_ i s  a  g ram m ar  o f  t y p e  3 a n d  L ( G „ ) = R ( A ) .
Г Г
We may p r o v e  T h . 5  i n  c o m p l e t e  a n a l o g y  w i t h  T h . 4 .
E x a m p le  2 .  C o n s t r u c t  t h e  a c c e p t o r ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  
f u z z y  g ram m ar  GF g i v e n  i n  E x a m p le  1 .
A c c o r d i n g  t o  T h . 4  we o b t a i n  X = { a , b } ,  Q=NU {E} = {Sq , , E} ,
q =S , F = { E } .  The t r a n s i t i o n  m a t r i c e s  a r e :  о о
0 0 , 1 0 0 ' 0 0 0 ,
3  0  \
0
CMО 0 0 , 7 0 0 0 , 5 0
M( a )  = 0 0 0 0 M(b)  = 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
The d i r e c t  c o m p u t a t i o n f o r  M ( a 2 ) a n d  M ( b 2 ) i s :
0 0 0 0 , 1 0 0 0 0 , 3
0
ГМ0 0
смО 0 0 0 0 СЛ
M( a 2 ) = 0 0 0 0 M( b2 )= 0 0 0 0
\ °
0 0
°  i
0
l
0 0
0  /
By i n d u c t i o n we c a n p r o v e  t h a t
0 0 , 1 0 0 , i ' 0 0
o
'
0
0
CM0 0 0 , 2 0 0 0 0
M( an ) = 0 0 0 0 , n > l ;  M (an b 2 )= 0 0 0  0
0 0 0 0 0 0 0 0
П>1 .
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S i n c e  z =( . i  О О О) and  = (О О О 1) we c o m p u t e  о F
z . M C b ^ . z ^  = 0 , 3 ;  z . M ( a n ) . z _  = 0 , 1 ;  z^  .M( a n b 2 ) .  z = 0 , 1 .
O r  O r  О г
The o t h e r  w o r d s  f r o m  Xй a r e  n o t  a c c e p t a b l e  s i n c e  zq . M( u ) . z F =0.  
Hence  t h i s  a c c e p t o r  r e c o g n i z e s  e x a c t l y  t h e  f u z z y  l a n g u a g e  
L( ) f r o m  E x a m p l e  1 .
Г
3,  ^-EQUIVALENCE AND e_REDUCTION
The c l a s s i c a l  p r o b l e m s  f o r  p u r e  e q u i v a l e n c e ,  r e d u c t i o n  and  
m i n i m i z a t i o n  a r e  c o m p l e t e l y  s t u d i e d  f o r  d e t e r m i n i s t i c  a n d  n o n -  
d e t e r m i n i s t i c  a u t o m a t a  C53.  L a t t e r  t h e y  w e re  t r e a t e d  o n  t h e  
l i n e s  o f  t h e i r  a n a l o g u e s  f o r  s t o c h a s t i c  C5□ a n d  f u z z y  143,1:63 
a u t o m a t a .
S i n c e  t h e  n a t u r e  o f  s t o c h a s t i c  a n d  f u z z y  a u t o m a t a  i s  t h a t  
t h e y  c a n  b e  t h o u g h t  o f  a s  a p p r o x i m a t e  m o d e l s  o f  i n c o m p l e t e l y  
u n d e r s t o o d  s y s t e m s  t h e  i d e a  o f  a p p r o x i m a t e  e q u i v a l e n c e  by  
( s t o c h a s t i c ,  r e s p .  f u z z y )  b e h a v i o u r s  i s  w e l l  m o t i v a t e d .
We s h a l l  d e f i n e  and  s t u d y  t h e  a p p r o x i m a t e  e q u i v a l e n c e  and  
a p p r o x i m a t e  r e d u c t i o n  by  i n p u t s  b a s e d  on t h e  e - d i s t a n c e  o f  t h e  
b e h a v i o u r  m a t r i c e s  f o r  f u z z y  a c c e p t o r s .  The m a i n  r e s u l t s  c o n ­
c e r n  t h e  a l g o r i t h m i c a l  d e c i d a b i l i t y  o f  t h e  a b o v e  p r o b l e m s .
The t e r m i n o l o g y  on a u t o m a t a  t h e o r y  i s  a c c o r d i n g  t o  C53.
L e t  A= ( X, Q , q Q , F , MД . ) b e  a n  a c c e p t o r .  The i n p u t  w o r d s  
u ,v 6 X *  a r e  c a l l e d  z - e q u i v a l e n t  i f f  d ( M ( u ) , M t v ) ) 5 e  ( n o t a t i o n  
u ~ v).
T h e o re m  6 .  L e t  A=(X,Q/q ,F ,M,IL) b e  an  a c c e p t o r ,  x , x ' S X  be
# ® £
i n p u t  l e t t e r s  a n d  u ,v 6 X  b e  i n p u t  w o r d s .  I f  x  ~ x '  t h e n :
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i )  u x v  f  u x ' v ;
i i )  XV t  x ' v ;
i i i )  ux  t  u x ' .
P r o o f .  x  £ x '  <^ => d(M( x )  ,M( x '  ) )<e  . ( i )  f o l l o w s  from  T h .3  
( i i i ) ,  ( i i )  f o l l o w s  from  T h .3 ( i i ) ; ( i i i  ) f o l l o w s  from T h . 3 ( 1 )
Hence e - e q u i v a l e n c e  by i n p u t  l e t t e r s  i m p l i e s  e - e q u i v a l e n c e  
by in p u t  w o r d s ,  d i s t i n g u i s h e d  o n l y  b y  e - e q u i v a l e n t  l e t t e r s  
( s t a n d i n g  i n  t h e  m i d d l e ,  i n  t h e  b e g i n n i n g  or i n  t h e  en d  o f  th e  
w o r d s ) .
The r e l a t i o n  e - e q u i v a l e n c e  by  i n p u t s  i s  n o t  an e q u i v a l e n c e  
r e l a t i o n .  B u t  we ca n  d e f i n e  an e - p a r t i t i o n  on X, r e s p .  on X*.
The s e t  C x ^ 3 = {x /x e x  and x f  x^} d e f i n e s  an e - c l a s s  w i t h  
c e n t e r  x ^ . The e - c l a s s e s  (С х^З)^  a r e  c a l l e d  an e - p a r t i t i o n  
o f  X i f f :  Сх^ЗГ) EXj 3 = 0  f o r  i £ j  and У сх^З=Х . A c c o r d in g  t o  T h . 6  
t h e  e - p a r t i t i o n  on X in d u c e s  an e - p a r t i t i o n  on X*. N o te  t h a t  
Cx^3^űXj3 => d (M (x ^ ) ,M (х ^ ) ) >e .
Theorem 7 .  F or  e a c h  a c c e p t o r  A = (X ,Q ,q o ,F,M,3L) t h e  f o l l o w i n g  
p r o b le m s  a r e  a l g o r i t h m i c a l l y  d e c i d a b l e :
i )  w h e th e r  x t  x '  f o r  e a c h  x , x ' e X ;
i i )  c o n s t r u c i n g  an e - p a r t i t i o n  on X ( r e s p .  on X * ) .
P r o o f ,  i )  F o r  e a c h  x , x ' 6 X we ca n  com pute  w h e th e r  d ( M ( x ) ,  
M ( x ' ) ) < e  . The a l g o r i t h m  i s  f i n i t e  b e c a u s e  A i s  a f i n i t e  a c ­
c e p t o r .  i i )  We can  c o n s t r u c t  an e - p a r t i t i o n  on X u s i n g  t h e  
f o l l o w i n g  a l g o r i t h m :
1 .  E n te r  X ,M ,e .
2 .  For t h e  e l e m e n e t  x .S X  w i t h  t h e  s m a l e s t  in d e x  form  t h e
0
e - c l a s s  C x^3={x/x6X  and x ~ x ^ } .
3 . P r i n t  C x .3 .l
4 . X = X -  Cx± 3 .
5 .  I f  X^0 go  t o  S t e p  2 .
6 . End.
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L e t  A = (X ,Q ,q  ,F,M,IL) and A '= (X ,Q '  ,q ^ ,F '  ,M' ДО b e  a c c e p t o r s
• » 0w i t h  t h e  same Х Д .  A and A' a r e  z - e q u i v a l e n t  by i n p u t s  (A « A ' )  
i f  f o r  e a ch  x 6 X t h e r e  e x i s t s  an  e - e q u i v a l e n t  x ' 6 X' ( i . e .  
d ( M ( x ) , M ' ( x ' ) ) <z  ) and v i c e  v e r s a .  A' i s  i n  z - r e d u o e d  form by  
i n p u t s  i f  x '  £ x" => x '= x"  f o r  e a c h  x ' , x " e x ' . A' i s  an z - r e d u a t  
o f  A i f  A E A' a n d  A' i s  i n  e - r e d u c e d  form .
Theorem 8 . L e t  A t  A ' . F o r  e a c h  i n p u t  word u6 X* t h e r e  
e x i s t s  an e - e q u i v a l e n t  i n p u t  w ord u ' 6 X '* and v i c e  v e r s a .
P r o o f .  I f  u = e  o r  uGX t h e  p r o o f  i s  t r i v i a l .  F o r  u = x . x . 6 X
e e ^t h e  e - e q u i v a l e n t  word i s  u = x ' x " 6 X '* i f  x^ «. x '  and x^ » x" 
b e c a u s e
x^ £ x '  d(M( x^) ,M' ( x '  ) )<se ,
х^ £ x" “ > d(M( х^ ) ,M' ( x" ) )<:e
and a c c o r d in g  t o  T h.2  d(M( x^ ) ,M' ( x '  ) )<e and d(M( x^ ) ,M' ( x? )<£=*> 
d(M( x.. х^ ) ,M' ( x '  x" ) )<e . The r e s t  o f  t h e  p r o o f  f o l l o w s  by i n ­
d u c t i o n  on t h e  l e n g h t  o f  t h e  w ord s  and h a v in g  i n  mind t h a t  
A £ A' .
C o r o l l a r y .  I f  A' i s  an e - r e d u c t  o f  A th e n  A and A' h ave  
e - e q u i v a l e n t  b d n a v io u r s .
Theorem 9 .  I t  i s  a l g o r i t h m i c a l l y  d e c i d a b l e  t o  f i n d  an e - r e ­
d u c t  fo r  e a c h  a c c e p t o r  A = (X / Q ,q Q, F , M ^ )  .
P r o o f .  A c c o r d i n g  t o  T h . 7  we ca n  f i n d  an e - p a r t i t i o n  X o f  
X, where X i s  t h e  s e t  o f  t h e  c e n t e r s  o f  th e  e - c l a s s e s .  The 
d i f f e r e n t  s y m b o l s  i n  Xr a r e  n o t  e - e q u i v a l e n t  b y  c o n s t r u c t i o n .  
The a c c e p t o r  Ar =( Xr ,Q ,q 0  ,F  ,Mr Д  ) w i t h  Mr ={M (x)/xG X r } i s  an 
e - r e d u c t  o f  A .
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4, APPLICATIONS IN SYNTACTIC PATTERN RECOGNITION
We s h a l l  s e k t c h  some a p p l i c a t i o n s  o f  t h e s e  r e s u l t s  i n  
s y n t a c t i c  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n .  T h is  i s  an open  p r o b le m  CID.
L e t  W= { ( w , p ( w ) ) /p C vO ecO /lH } b e  a c l a s s  o f  im a g e s  and  
p(w ) i s  t h e  m em b ersh ip  d e g r e e  f o r  t h e  im age w. I f  e a c h  w i s  
a s t r i n g  we ca n  c o n s i d e r  W a s  a f u z z y  la n g u a g e  L( ) .  The s e t  
o f  th e  f e a t u r e s  P , w ic h  c h a r a c t e r i z e s  e a c h  s t r i n g  o f  W, d e ­
t e r m in e s  a f i n i t e  s e t  T o f  t h e  t e r m i n a l s  f o r  t h e  f u z z y  gram­
mar Gp, r e s p e c t i v e l y  t h e  s e t  X o f  t h e  i n p u t  l e t t e r s  f o r  t h e  
r e c o g n i z i n g  a c c e p t o r  A w i t h  R( A)=L(GT;, ) .
Г
L e t  a s u i t a b l e  c r i t e r i o n  w i t h  a n u m b e r ic a l  v a l u a t i o n  
ебС О Д ] be  c h o o s e n ,  i . e .  e c h a r a c t e r i z e s  t h e  s i m i l a r i t y  m ea su re  
o f  t h e  f e a t u r e s  i n  W. I f  t h e  i n p u t  l e t t e r s  x , x ' 6 X a r e  e - e q u i ­
v a l e n t ,  t h e n  w =u xv and w '= u x 'v  a r e  e - e q u i v a l e n t . B u t we can  
a s s i g n  t o  e a c h  x6 X a f e a t u r e  p 6 P and v i c e  v e r s a ,  i . e .  X=P; 
c o n s e c u e n t l y  t h e  f e a t u r e  p 6 P i s  a c a r r i e r  o f  an e - e q u i v a l e n t  
i n f o r m a t i o n  i n  c o m p a r iso n  w i t h  p ,GP. Hence we ca n  c o n s i d e r  
Px , a s  an i n e s s e n t i a l  f e a t u r e  f o r  t h e  g iv e n  r e c o g n i z i n g  p r o b ­
lem  o r  we c a n  i n t e r p r è t e  p , a s  an e - d i s t o r e d  im age  o f  p . 
H avin g  i n  m ind T h .7  we can  c o n s t r u c t  an e - p a r t i t i o n  o f  t h e  s e t  
o f  t h e  f e a t u r e s  P ( r e s p .  o f  W). The e l e m e n t s  o f  t h e  e - c l a s s  
a r e  e - e q u i v a l e n t  (an d  e - d i s t o r e d )  i n  co m p a r iso n  w i t h  th e  c e n ­
t e r  p . I t  f o l l o w s  t h a t  p can  b e  s e l e c t  a s  an e s s e n t i a l  f e a -  
t u r e  ( s a m p le )  f o r  t h e  r e c o g n i z i n g  p r o b le m .  But t h e  c h o i s e  o f  
t h e  e s s e n t i a l  f e a t u r e s  i s  a l g o r i t h m i c a l l y  d e c i d a b l e  ( T h .9 )  
b e c a u s e  i t  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  c o n s t r u c t i n g  o f  t h e  e - r e d u c t  
Ar  f o r  A. W ith  t h e  same n o t i o n s ,  i f  Ar i s  an e - r e d u c t  o f  A, 
t h e n  A r e c o g n i z e s  im a g e s ,  w h ich  a r e  e - d i s t o r e d  i n  c o m p a r iso n  
w it h  th e  im a g e s  a c c e p t a b l e  by A .
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Fuzzy automaták és  fuzzy graimatikák 
K.G. P e e v a
Ö s s z e f o g l a l ó
L eg y en  A eg y  v é g e s  f u z z y  a k c e p t o r  é s  R (A) az A á l t a l  
f e l i s m e r h e t ő  s z a v a k  h a lm a z a .  A s z e r z ő  b e b i z o n y í t j a ,  hogy  
m in d en  f u z z y  s z a b á l y o s  Gp g ra m m a tik á h o z ,  am ely  g e n e r á l j a  
az L(Gp) n y e l v e t ,  l é t e z i k  e g y  A v é g e s  f u z z y  a k c e p t o r  úgy  
h o g y  R(A) = L( Gp ) ,  é s  v i c e  v e r s a .
Расплывчатые / f u z z y /  грамматики и множества
К. Г .  Пеева  
Р е з ю м е
Пусть А е с т ь  конечный акцептор и R(A)  е ст ь  множество
в с е х  с л о в ,  распознанны х акцептором А. Д о к а зы в а ет ся , что для
в с е х  регулярных грамматик G_ ненерирующих язык L(G„) , с у -F F
щ ест в у ет  конечный расплывчатый акцептор т ак ой , ч т о  R(А ) —L( G _ )
Г
и н а о б о р о т .
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О ЛИНЕЙНОЙ СЛОЖНОСТИ РЕАЛИЗАЦИИ НЕКОТОРЫХ ОПЕРАТОРОВ СДВИГА
Р. Л.  Шчепанович
М атематический и н ст и т у т ,  
У н и вер си тет  Новы Сад, г .  Новы Сад, 
Ю г о с л а в и я
Будем р ассм атр и ват ь  реализацию о д н о г о  к л а с са  оп ер а т о р о в  в 
к л а с с е  схем  и з  функциональных эл ем ен тов  в б а з и с е  &, V, -  / о п р е ­
д е л е н и е  с м . ,  например, в i l l / .  Сложность L( S)  схемы S о п р е д е ­
лим как число эл ем ентов  в н ей . Остальные функции Шеннона о п р е ­
делим  как обычно: слож ность L( F)  о п ер а т о р а  F , э т о  наименьшая 
и з слож ностей схемы , реализующих F ,  и н ак онец , слож ность L(3- )
к л а с са  оп ер атор ов  7  -  э т о  max L ( F ) .
F6 F
Пусть Вп множ ество в с е х  наборов a = ( a Q, *ап - 1 ^
и единиц. Отображение В в В будем  называть ( п, ш)  -п ш п - 1  ±
р ом . Через I a | обозначим  
единиц в н абор е  » . i = 0
a i 2 ' и ч е р е з à Л
из нулей  
о п е р а т о -  
-  числ о
Обозначим ч е р е з  Tn ( n + : l o g ( n + l ) С , п )  -  о п е р а т о р ,  который 
с д в и г а е т  направо произвольный набор х  на п р ои зв ол ьн ое  число  
| у | .  /Символ Da: о з н а ч а е т  наименьшее ц е л о е  ч и сл о ,  не меньшее а / .  
Б ол ее  точно о п ер а т о р  Тп по двум наборам х =  ( X q , . . . , x  и 
у = ( y Q, . . .  , y ] l o g ( -n + 1  ) С_ 1 ) выдает следующий набор
z = ( о , . . .  , o , Xq , .  . . , x fi_ I ~ | _ х ) .  Обозначим е г о  ч е р е з  xj-ÿ | . Из­
в е с т н а  следующая оценка О. Б.  Лупанова слож ности реали заци и  о п е ­
р а т о р а  Тп :
Л е м м а  1 . C2 D
L( Tn ) < CT * n * lo g  n
Всюду в этой с т а т ь е  буквой С / с  и н дек сам и , штрихами и т . д . /
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обозн ач аю тся  нек отор ы е константы , символ l o g  о з н а ч а е т  логарифм  
по основанию 2 и ч е р е з  í  б у д ем  о б о зн а ч а т ь  величину 3 l o g ( n + l ) : .
О . Б .  Лупановым была в ы ск азан а  г и п о т е з а ,  ч то  о п е р а т о р  
не д о п у с к а е т  л и н ейн ой  р еа л и за ц и и .
Интересной я в л я е т с я  следующая з а д а ч а :  какова слож ность  
р еал и зац и и  к л а сса  СГ = {Та | а = ( a Q , .  . . , c»n _ 1 ) GB^ } ( £п , п ) -  о п ер а ­
т о р о в , которые получаю тся  из о п ер а т о р а  Тп п одстановкам и к о н с­
тант a o s , ** , 0tn - l  На м есто переменных x Q, . . . , x n_^?
З д е с ь  д о к а зы в а ет ся  л и н ей н ость  р еал и зац и и  о д н о г о  к л а сса  
о п ер атор ов  Та , a  именно т е х ,  которые определены  множ еством на­
боров S ,  у которы х, по п о р я д к у , не больше ^ °д П^ 0 д^ ед и н и ц .
Введем о б о зн а ч е н и я :  V , = {а а б В  ,п , к ‘ п
£  = {Т а I а ё А -  В }А 1 п
= М ,
Т е о р е м а . Для любого к < С l o g  п l o g  l o g  n ) <v n , k
n
Сначала в в е д е м  вспом огательны е оп ер аторы , а п отом  сформу­
лируем  и докажем несколько лемм, из которых и б у д е т  сл е д о в а т ь  
утверж дение теор ем ы .
1 ° .  О ператор К /" д еш и ф р а т о р " / .  Это (ш , 2т  ) -  о п е р а т о р ,  ш
который п р е о б р а з у е т  любой н абор  х =  ( х ^ , . . . , х т _ ^ ) в набор  
У= ( У0 »***гУ т _ ) такой , ч т о
_ í 1 ,  е сл и  i  = I XI 
1 L 0 ,  е сл и  i  ф I XI
Хорошо и з в е с т е н  следующий ф акт.
Л е м м а  2 . 1 .  L(K ) < С* • 2Ш .m к
2 ° .  О п ератор  Е /в  нек отор ом  смысле я в л я ет ся  обратным к 
К / .  Это ( 2 т , т + 1  ) -  о п е р а т о р .  Он н абор  I . = ( о ,  . . . , о ,  1 , о ,  . . . ,о )
ГП 1 J
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длины 2m п р е о б р а з у е т  в двоичную зап и сь  номера р а з р я д а ,  в к о т о ­
ром стоит е д и н и ц а , нулевой набор п р е о б р а з у е т  в н абор  ( 0 , . . . , 0 , 1 ) ,  
а на остальны х н аборах он может быть произвольным.
Л е м м а  2 . 2 . И 2 3  L(E ) < С •2ш Е
ш
3 . О ператор умножения U . Это (m+Л,  т+Л ) -  о п е р а т о р .1П f Aj
Он по наборам х  длины m и у  длины Л н аходи  ш+л р а з р я д о в  их
п рои зведени я
ит , и < г ' ? )  = 2 '  г д е Z I = X
Л е м м а  2 . 3 .  L(U „)<СГТ*т*Л .
т ,  Л и
Д о к а за т ел ь с т в о  л е г к о  вы текает из обы чного "школьного" а л го р и т ­
м а .
О к4 . Операторы деления определены  натуральным числом к ,
1 < к <  2т . Для д а н н о г о  к э т о  (ш, 2ш ) -  о п е р а т о р ,  который по н а б о ­
р у  X д л и н ы  m в ы д а е т  н а б о р ы :  у  д л и н ы  ш т а к о й ,  ч т о  | у | и
z длины ш т а к о й , ч то  | z |  = | х |  -  | ÿ j - k .  /Символ ЕаЗ о з н а ч а е т  н аи ­
большее ц ел о е  ч и сл о  -  меньше а . /
Л е м м а  2 . 4 .  Для любого k , 1 <  к < 2т ,
L( Dk ) < С -2га. m D
Д о к а за т ел ь с т в о  тр и в и ал ь н ое .
5 ° .  Операторы огр ан и ч ен н ого  с д в и г а  Ма , а б В  . Для дан н ого  
набора а,  М э т о  (Лп , п )  -  о п е р а т о р ,  который произвольный на­
бор X длины Л п р е о б р а з у е т  в набор ctT~ i , есл и  |х I < С ог тгг-тг, n IXI 1 1 2 э II а ||
и в нулевой набор длины п , в остальны х с л у ч а я х .
Л е м м а  2 . 5 .  Для любого à 6  Вп ,
L(Ma ) < С *п.М
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим ч е р е з  , i = l , 2 , . . . , | |  a || номера разря­
д о в ,  в которых н а х о д я т с я  единицы в н абор е  а .  Схема дл я  Ма с т р о ­
и т ся  в с о о т в е т с т в и и  со  следующим алгоритмом /р и с .  1 / :
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1 .  Входной н а б о р  X п о д а е т с я  на входы  "дешифратора" К
L ( К. ) < С' *п /л ем м а  2 . 1 / .  Лп к
2.  Младших С п25 р а зр я д о в  вы ходного  н абора "дешифрато­
ра" /и л и  он ц ел и ком , если  | | à | |  < С25 /  подаю тся на "вторые" в х о ­
ды -  штук с х е м  А , i = l , . . . , | | â | | ,  г д е  сх ем а  АPi
с д в и г а ­
е т  i -ю единицу н а б о р а  а .  На "первые" входы схемы А п о д а е т с я
Р 1
нулевой набор длины п , а на "первые" входы схемы А , i >  1 , п о -
p i
д а е т с я  выходной н абор  схемы А / т . е .  н абор , у  к о т о р о г о  п е р -Pi-1
вых C i —1) единиц  уже поставлены  на св о и  м е с т а / .  Б о л ее  формаль­
но схем а  Ар , 0 < р < п -1  р е а л и з у е т  ( n + C 2 5  j |~ g p " (]- "  , п)  -  о п е р а т о р ,
который по наборам  a = (a  , . . . , a^_., ) H ß = ( ß n , . . . , ß r, п , )’О* ' * * ’ п - 1  ' “  " ' к 0
вычисляет набор у = ( yq 5 • • • s Yn _ ! ) т а к о й ,  что
'25 | |à -1
Y i = í
a . v ß .  , р < i  < m i n { n ,C - j -  1 i - р  r  25
, в остальны х с л у ч а я х .
n + p}
Очевидно, д л я  любого i ,  L(A ) < C9C-
Pi
n
X
Р и с .  1 .
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à Nall
Таким о б р а зо м , L(M ) < L(K.  ) +  E L (A ) < C„>n .
*n i = i  P i  M
Лемма д о к а з а н а .
Т еперь сформулируем и докаж ем четы ре леммы, из которы х и 
б у д ет  с л е д о в а т ь  утверж дение теорем ы .
Л е м м а  3 .  Пусть набор т а к о й , что между любыми двумя
соседн и м и  единицами в н аборе сущ еств ует  х о т я  бы 
(К- l )  н у л е в ей , г д е  К > С ' l o g n * l o g l o g n  . Т о г д а ,
L (Т ) < С3 *п .
Кт
Д о к а за т е л ь с т в о . В ведем  об о зн а ч ен и я : = [ l ogKD, К' = 2 ,
у = ( у _ , . . . , у 0 ) -  двоичная за п и сь  числа ( К. + 1 ) и
и ^ п - 1  1
у = ( Уп, • *  * , У о ) ~ н а б о р , которым з а д а е т с я  величина с д в и г а ,и ^ п -1
Схема для о п ер а т о р а  Та стр ои тся  в с о о т в ет с т в и и  со  следующим ал­
горитмов / с м .  р и с . 3 / :
1 . По н абор у  у  определяю тся наборы и ~ двоичны е з а ­
писи ч и сел  [ УУ 1 и I y l ~ С -УУ 1 • К' . Это д е л а е т  схем а DJ\ 3\г
К'
L(D^ ) < С ' - п  /лем м а 2 . 4 . / .
' n
~ ot
2.  Набор о 2 п о д а е т ся  на входы схемы М , к оторая  с д в и г а е т  
набор а на ч и сл о  I aj  < К' < К < С* ■ ^  • L (М01 ) < • п /лем м а 2 . 5 . / ,
3.  Наборы и у подаю тся на входы схемы U . , к о -
z ^п,У/п
тор ая  их ум н ож ает. L(U ) < C ' T- l o g  п /лем м а 2 . З . / .и
et4.  Выходы схемы М р азобьем  с л е в а  направо на In/ K' C гр у п п ,
по К' выходов в каждой /к р о м е , может бы ть, п о с л е д н е й / и п одаем
их на входы Зп/ К' С -  штук "кодеров" Е„ /п о сл ед н и м и , на о с т а в -
К1
ш иеся свободными входы , подаем  н у л и ! / .  L(ET, ) < С -К' /л ем м аК -, h
2 . 2 / .  5
5 . О бъединяя выходы эти х  " к о д ер о в " , их Dn / K' С• ( К^+1) ш тук,
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п одаем  их в м ест е  
на входы  схемы ,
С  ^Un/К'С•(К +1) левыми выходами схемы 
которая реализует оператор Т]П/к'[-(к +i)
о о п ' п
, т . е .
с д в и г а е т  закодированны й н а б о р ,
, на число С
К1
/л ем м а  1 . / .
^j-DÍKj + l ) .  L (Т
полученный на вы ходах "кодеров"  
П п / К ' И - а ^ + П  ) - с т ‘ 1 п ! к ' с *Ki* 8 *1о^
6 .  Выходы схемы  т :)п/ к , С*(К + 1 )  Р а з о б ъ е м  сл ев а  направо на 
Hn/K'II гр уп п , п о  ( К^+1) штук в каж дой. В каждой г р у п п е , л е ­
вых К. выходов подаю тся на входы  дешифратора. К.. и полученный-L __ XV ^
н абор  на е г о  вы ходах  п о р а зр я д н о  ум нож ается на п осл ед н и й  выход 
в г р у п п е . О бозначим  ч ер еб  g н абор  длины п , который п о л у ч а ется  
на левых п из З п / К ' С ' К ' ,  таким о б р а зо м , полученны х вы ходах.
L ( К ) < С  *К' /лем м а 2 . 1 . / .i\ J\
7.  Набор у  п о д а ет ся  на входы  деш ифратора К *L(K )<с' ’ 2П.
/ 0 1 / £п £п к/л ем м а  2 . 1 . / .
8.  Выходы э т о г о  деш иф ратора подаю тся на входы  схемы Н^,
к отор ая  любой н абор  вида / 0 ,  . . . , 0 , 1 , 0 ,  . . . , 0 /  длины п п р ео б р а ­
з у е т  в набор / 0 , . . . , 0 , 1 , 1 , . . . , 1 /  длины п , а на остальны х н або­
р а х  она п р ои зв ол ь н ая  /с м .  р и с . 2 / .  О чевидно, L(Hn ) < n  .
Р и с .  2 .
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9 .  Н абор, реализованны й на вы ходах схемы Нп# п ор азр я дн о  
ум нож ается  на набор 3 ,  полученный в шаге 6 .
Таким обр а зо м , учиты вая, ч то  К > * lo g n *  l o g  lo g n ,
L( Ta ) < C3 *n.
Лемма д о к а за н а .
В ведем  одно п о н я т и е . Любой п одн абор  ( 01 j_ » a i + i  ’ * ‘ * 5 a i + s   ^
н абор а а = ( a Q, . . . , а п_ х ) н азы вается  пустым к у ск о м , если в с е  
а .  равны 0 , j = i ,  i + l , . . . , i + s .  П однабор , который этом у не у д о в -  
л е т в о р я е т , будем  назы вать непустым куск ом .
по
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Л е м м а  4 .  Пусть н а б о р  а б В ^  т а к о й , ч то  есл и  е г о  р абобъ ем
на куски длины К, К < -j_Qg n , то  е г о  единицы о к а ­
ж утся  не б о л е е  к у с к о в . Т огда
L ( Та ) < С4 *п.
Д о к а за т е л ь с т в о . Н етрудно у б е д и т ь с я , ч т о  можно п редп олож и ть, 
ч т о  только оди н  кусок длины К в н а б о р е  а н еп у с т о й . Из э т о г о  
к у ск а  и к уск а  такой же длины , но с о ст о я щ е г о  только из н у л ей , 
о б р а зу ем  н а б о р  о длины 2К /с м .  р и с . 4 . / .
К I К
а :
К
. .  I / / / / / К
Р и с. 4
К , К '< К
Обозначим ч е р е з  у  н а б о р , которым з а д а е т с я  величина с д в и г а , ч е ­
р е з  V набор длины D£  С , гд е  v . = 1 т о г д а  и только т о г д а , к о г -1\ 1
~ а
д а  i -й  к усок  н абор а а н еп у с т о й . Схема для о п ер а т о р а  Т с т р о и т ­
с я  в с о о т в ет с т в и и  со  следующим алгоритм ом  /р и с .  5 . / :
1.  По н а б о р у  у оп р еделяю тся  наборы  и двоичны е з а ­
писи чисел С В и I у  I — . Это д е л а е т  схем аДА ДА ^ Ц
L(D^ ) < С ' - п  /лем м а 2 . 4 . / .
х,п и
2.  Наборы о и младших i 2R р а зр я д о в  н абора а 2 подаю тся на 
входы схем ы , к оторая  р е а л и зу е т  о п ер а т о р  т , е * с Дв и г а е т  на- 
бор  а на вел и ч и н у I а 2 I . Ь( Т2К> < С .^* 2К* l o g (  2К) /лем м а 1 . / .
3.  Младшие I  разряды  н абор а  а* подаю тся на входы схемы  , п г 1
: к с
Mv , которая  с д в и г а е т  н абор  v на в ел и ч и н у I а^1 . Обозначим э т о т
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сдвинуты й набор ч е р е з  6 s ( {  , . . . , 6  ) .  L( MV) < С * / л е м -и п _ 1 м к
ма 2 . 5 . / .  *
4. С помощью схем операторов В., i = 0,1,...,7^01 "поста-
1  К
вим" н а б о р , реализованны й на вы ходе схемы Тот/. на м е ст о , к о т о -  
р о е  с о о т в е т с т в у е т  вел и ч ин е сд в и га  /о н о  о п р е д е л е н о  полож ением  
единицы в н аборе б / .  Ф ормально, Bi  э т о  ( п + 2 К+ 1 , п )  -  о п е р а т о р ,  
который по наборам у длины п , а '  длины 2К и р а зр я д у  б^ о п р е д е ­
л я ет  н абор  z = ( Zq, . . . , z n _ 1 ) т а к о й , что
Í y .V a ' _ i >K , i* K $ j< m in {n , ( i+ 2  ) *К}7 7 1 -
y . , в остальны х сл уч ая х
О h S
Р и с .  5
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О чевидно, что д л я  лю бого i f L ( B . ) < C * K .  Таким о б р а зо м ,1 D
L( Ta ) <S C^ . n +  CT - 2 K- l o g ( 2 K)  + + :g c -C g  ‘ К < • п .
Лемма д о к а за н а .
Л е м м а  5 . П усть н абор  а 6 Вп можно р а зб и т ь  на куски длины
К /к р ом е п о с л е д н е г о / ,  К > С ' • lo g n  * l o g  lo g n  , так  
чтобы  любыми двум я  соседн и м и  непустыми к уск ам и , пусты х кусков  
было больш е, ч ем  единиц в правом из э т и х  д в у х  непусты х к у ск о в .  
Т огда
L ( Та ) < С5 -п  .
Д о к а за т е л ь с т в о . Пусть н а б о р  а у д о в л ет в о р я ет  данному условию . 
Будем п р еобр азовы вать н а б о р  а ,  сд в и га я  е г о  единицы т а к , что  
получим набор ß , который у д о в л ет в о р я е т  условикг леммы 3 .
Рассм отрим  произвольны й н еп устой  к у со к  в н абор е  а .  О бозна  
чим ч е р е з  I  ч и с л о  единиц в нем . По условию  леммы, л е в е е  от  э т о  
г о  к уск а  су щ ест в у ет  SL+1 п усты х к у ск о в . Единицы из н еп у с т о г о  
к у ск а  разм ести м  по пустым кускам  следующим спом обом : последнюю  
/ е с л и  см отреть сп р ава н а л е в о /  сдвинем в л ев о  на К р а зр я д о в , 
предпоследню ю  -  на 2К р а зр я д о в  и т . д . ,  Л-ю на Л*К р а зр я д о в . 
Если эт о  с д е л а е м  с любым непустым к у ск о м , получим набор ß. 
Р а зо б ь ем  е г о  на куски длины К. Он о б л а д а е т  следующими св о й ст в а  
ми: в каждом к у с к е  нет больш е одной единицы ; р а сст о я н и е  между 
соседн и м и  единицам и Ж ; м еж ду соседн и м и  единицам и, которы е при  
надлеж али одн ом у куску в н а б о р е  а ,  н ет  пусты х к у ск о в , a между 
соседн и м и  еди н и ц ам и , которы е принадлеж али разным кускам  в набо  
ре а сущ ествую т хотя  бы д в а  пустых к у с к а . Схему будем  стр ои ть  
т а к , что сн а ч а л а  будем  с д в и г а т ь  набор ß , а потом и н версн о оп и ­
санном у выше а л го р и т м у , в о сст а н а в л и в а т ь  сдвинутый набор à .  Р а­
ди о д н о зн а ч н о ст и  дек оди р ов к и  сд в и н у т о го  н абора "удлиним" набор  
ß направо на н улевой  к у со к  длины ( ] g c + l ) • К - n .  Полученный набор  
обозн ачи м  ч е р е з  ß ' .  Т еп ерь опишем а л го р и т м , в с о о т в ет с т в и и  с
CÜкоторым будем  стр ои ть  с х е м у  для о п ер а т о р а  Т / с м .  р и с . 8 . / :
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1 .  Набор у ,  которым з а д а е т с я  величина с д в и г а , п о д а е т с я  на
о г о f
выходы схем ы , к отор ая  р е а л и зу е т  о п ер а т о р  T . L(T ) < С 3 *п 
/лем м а 3 .  / .
2 . Выходы эт о й  схемы р а зо б ь ем  на П^С+1 з о н ,  по К -  штук в 
каждой. О бозначим ч е р е з  v i  н а б о р , который р е а л и зу е т с я  в i -о й  
з о н е , i  = 1 , 2 ,  . .  . ,  З^С + 1 . Наборы v . ,  i  = 1 , . . .  , D^C + 1 подаю тся  
на стол ьк о  же дизъюнктивных сх ем  V\ , которые обнаруживаю т при­
с у т ст в и е  единицы в i -о й  з о н е ,  т . е .  вычисляются сигналы
К-1
t .  = V v . . . О чевидно, для лю бого i ,  L ( V . ) < K .
1 j =0 13 1
3.  По сигн алам  t . ,  штук схем  R . вычисляют сигналы  г . ,j К i  i  '
г д е  г \ = 0  в том с л у ч а е , к о гд а  единицу из i -о й  зоны надо о т н е с ­
ти в левый собирающий кусок / с м .  шаг 5 .  и р и с . 5 . / ,  и r \  = 1 ,  
если  эт у  еди ни уц  надо о т н ест и  в правый собирающий кусок  / в  с л у ­
ч а е ,  к огда  н еп у ст о й  кусок н абор а à при сд в и ге  ч асти ч н о  п оп ал  в 
два к уск а длины К / .  Н етрудно у б е д и т ь с я , ч то должно быть: = О
и r i + l * ï i - t i ' î i + r t i + 2  v г Л + 1 '  1 = 1 ' 2 ...........ф “ 1 • Таким
о б р а зо м , L ( R . )  < С для лю бого i .
1  К
4 . По сигн алам  t  и г .  штук схем  P . ,  i = 1 , . . . ,s а к  i  к
вычисляют сигналы  р ^ , г д е  р . = 1 ,  к о гд а  в i -й  и ( i + l ) - f t  к усок  
надо п остав и ть  левый и правый собирающий кусок /п о т о м у , что  
единицы "вернулись" на св о е  м е с т о /  и р^ = 0 в остальны х с л у ч а я х .  
Н етрудно у б е д и т ь с я , ч то  должно быть Pj_ = V 4 + 1  V t i ' ^ i + i ’ r i ,
i .=  1 , .  . . ,  о т к у д а  и с л е д у е т  оц ен к а L ( P . ) < C  дл я  лю бого i .
К 1  р
5. Для каждого i, i = 1,...,П—С строится схема W., которая
К 1
о п р ед ел я ет  н абор  длины 2К, т . е .  левый и правый собирающий 
к у с о к . Более п о д р о б н о , схем а зависим о о т  значения си гн ал а  
г \  , п р оп уск ает  еди ни ц у из i -о й  зоны /набора v 1 /  в левый или п р а ­
вый кусок  н абора , умноженного сн ач ал а  п ор азр ядн о на
/с м .  р и с . 6 . / .  Для 0 Q б е р е т ся  нулевой  набор  длины 2К, р ^ = 1 .
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Р и с . 6 .
О чевидно, ч т о  L ( W. ) < С • К дл я  лю бого i .1 W
6 . Наборы i = 1 , . . . , умножаются п о р а зр я д н о  на
при помощи штук схем  G . .  О чевидно, что L ( G . ) < C  *К дляiS. 1 1 G
лю бого i .
7 . О бозначим  наборы, которы е получаю тся на вы ходах схемы
G. ч е р е з  a i , i  = 1 , .  . . ,  . При помощи И§[>1 штук сх ем  Е . б у -1 -L х\ 1
дем  п ор азр я дн о  суммировать правый к усок  н абор а с  левым к у с ­
ком набора /с м . р и с . 7 . / .
Р и с .  7 .
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О ч евидно, ч то L ( E . ) < C  *К для  лю бого i .  О бъединяя оставш и еся1  ^ п
выходы схемы Gn с выходами схемы Е . , i  = 1 , . . . , J^rC-2 и 1 1 1\
n -  ( 1 - С - 1 ) ‘ К вы ходов схемы Z , получим на эти х  вы ходах
„  Ф - 1
н абор  а , - .  .
I у  I
Таким о б р а зо м , L(T ) < С^* п .
Лемма д о к а за н а .
У  ~~ь
Р и с .  8
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Л е м м а  6 .  Любой н абор  а € Bn , Il а II = К, можно разлож ить в
поразрядную  сумму по mod2 д в у х  н абор ов : один
у д о в л ет в о р я ет  условию леммы 5 ,  а у в т о р о г о  ч и сл о р азр ядов  м еж -
Кд у  первой и п о сл ед н ей  единицами <К • М, г д е  М= lo g n * lo g  lo g n .
Д о к а за т е л ь с т в о . Р а зо б ь ем  единицы в н абор е à на группы так  
чтобы между соседн и м и  единицами в одной гр уп п е было меньше М 
р а зр я д о в , между соседним и единицами разны х групп -  >М р азр я д о в  
О чевидно, ч то  ч и сл о групп не больше К. О бозначим длину /ч и с л о  
р а з р я д о в / сам ой длинной группы ч ер ез  D . Т еперь приведем  а л г о ­
ритм , которым будем  объ еди н я ть  "меньшие" группы в "больш ие".
1 .  Рассм отрим  самую правую единицу в н абор е  а и положим
i  =1 .
2 . Рассм отрим  кусок  н абор а  5 длины , содержащий э т у  еди
ницу и р а зр я д  л е в е е  е е .  Обозначим ч е р е з  р ч и сл о  единиц в
этом  к у с к е , а ч е р е з  г  ч и сл о  "пустых" р а зр я д о в  л е в е е  э т о г о  к у с ­
к а . С праш ивается, верно л и , что r > ( p + l ) D ^  ? Если н ер а в ен ств о  
вы полнено, п ер еходи м  на шаг 3 , если  н е т ,  на шаг 4 .
3 . У нас д в е  возм ож ности:
а /  есл и  сущ ествую т единицы л е в е е  р а ссм а тр и в а ем о го  к уск а , р а с ­
смотрим первую из них /с п р а в а  н а л е в о / и п ер еходи м  на шаг 2;
б /  есл и  не сущ ествую т, алгоритм  о ст а н а в л и в а ет ся  и , о ч ев и д н о , 
набор a у д о в л ет в о р я ет  условию леммы 5 .
4 . Невыполнение н ер а в ен ст в а  может п р ои зой ти  по двум при­
чинам:
а /  сущ еств ует  единица л е в е е  р ассм атр и ваем ого  к у с к а , и з - з а  к о ­
торой r <  ( p+l ) D^ . В этом  с л у ч а е , "удлиним" р а ссм а т р и в а е­
мый к усок  влево  пока не включим в н ег о  целую гр уп п у , к о т о ­
рой принадлеж ит эт а  единица /с м .  р и с . 9 . / .
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Р и с. 9 .
Длину п ол уч ен н ого  таким об р а зо м  к уск а  обозн ач и м  ч е р е з  Di + 1 * 
О ч еви дн о, + 1 + г  + < (p+3)D^ . Опять возвращ аем ся к с а ­
мой правой единице в н а б о р е  а ,  но уже с  новым / i  на ед и н и ­
цу больш е/ и п ер еходи м  на шаг 2 .
б /  Не сущ еств ует  единиц  л е в е е  р ассм атр и в аем ого  к у с к а . А лгоритм
о с т а н а в л и в а е т с я .
Таким о б р а зо м , алгор и тм  о ст а н а в л и в а ет ся  ли бо  в шаге 3 б /  , 
и н абор  à у д о в л ет в о р я ет  условию  леммы 5 . ,  либо в ш аге 4 б /  , 
к о гд а  н абор  a можно п о р а зр я д н о  разлож ить на сумму по mod2 н а ­
б о р а , который у д о в л ет в о р я е т  условию леммы 5 . / э т о  правый к у со к  
н абор а  или нулевой н а б о р / и н а б о р а , у  к о т о р о го  между крайними 
единицами < D . р а з р я д о в , для  н ек о т о р о го  j .  Н етрудно за м е т и т ь , 
ч то  при каждом выполнении ш ага 4 а /  а л го р и т м а , ч и сл о  групп в 
н а б о р е  a  уменьш ается х о т я  бы на ед и н и ц у . С л едов ател ь н о  j < К.
ЪГ
Из D^+ ! < (p+3)D ^  и D1 < К*М получим < К *М для  лю бого j .
Лемма д о к а за н а .
4 . ,
во
Д о к а за т ел ь ст в о  теоремы  н еп о ср ед ст в ен н о  в ы тек ает из лемм
5 . и 6 . и ф акта, ч т о  при К < уЭДР.
КК - М < С ' п
lo g  lo g n вы полнено н е р а в е н с т -
lo g n
Л И Т Е Р А Т У Р А
[1 3  Лупанов О. Б . :  О с и н т е з е  некоторых к л а ссо в  управляющих с и с ­
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B i z o n y o s  e l t o l á s  o p e r á t o r o k  r e a l i z á c i ó i n a k  l i n e á r i s
k o m p l e x i t á s a
R . L .  á ő e p a n o v i c  
Ö s s z e f o g l a l ó
J e l ö l j ü k  L ( F ) - e l  az  F o p e r á t o r  k o m p l e x i t á s á t  / 1 .  C l ] / ,
é s  L (Г) = max L ( F )  j e l e n t s e  az  o p e r á t o r c s a l á d  k o m p l e x i -  
F e T
t á s á t .  L u p a n o v  C l ]  b e l á t t a ,  h o g y  b i z o n y o s  f a j t a  T e l t o l á s  
o p e r á t o r r a  L ( T n ) C n * l o g  n é s  a z t  s e j t e t t e ,  h o g y  a  Tn
o p e r á t o r n a k  n i n c s  o l y a n  r e a l i z á c i ó j a ,  a m e l y n e k  k o m p l e x i t á s a  
l i n e á r i s  v o l n a .  A c i k k b e n  a  s z e r z ő  b e m u t a t  e g y  o l y a n  J 
o p e r á t o r  c s a l á d o t ,  a m e l y  o p e r á t o r o k n a k  b i z o n y o s  módo­
s í t á s a i t  t a r t a l m a z z a  é s  a m e l y r e  L (‘T') <_ c n .
L i n e a r  c o m p l e x i t y  o f  some t r a n s l a t i o n  o p e r a t o r s
R . L .  S ő e p a n o v i ő
Summary
D e n o t e  by  L (F )  a n d  h { T )  = max L (F )  t h e  c o m p l e x i t y  o f
t h e  o p e r a t o r  F a n d  t h e  o p e r a t o r  f a m i l y  ^ r e s p e c t i v e l y ,  
( s e e  C l ] ) . L u p a n o v  C l ]  p r o v e d  t h a t  L ( T n ) £  c n * l o g  n f o r  
some t r a n s l a t i o n  o p e r a t o r s  Tn a n d  c o n j e c t u r e d  t h a t  Tn 
h a s  no  l i n e a r  r e a l i z a t i o n .  I n  t h e  p a p e r  a  f a m i l y  T'  o f  m o d i ­
f i e d  o p e r a t o r s  Tn i s  s h o w n ,  s u c h  t h a t  ~L>Cf) £  c n .
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COMMENTS ON A PROBLEM OF CONTINUOUS AND PERIODIC FUNCTIONS
L . Z s .  VARGA
BME F olyam atszabá lyozás i Tanszék 
Budapest
L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  p r o b l e m :
P r o b l e m :  L e t  f ( x )  b e  c o n t i n u o u s  a n d  o f  p e r i o d  one  on t h e
r e a l  l i n e .  I f  d j , j  = 1 , 2 , . . . , n ,  a r e  n n u m b e r s  s u c h  t h a t  
e a c h  d j -<3i i s  i r r a t i o n a l ,  t h e n  t h e r e  a r e  tw o  r a t i o n a l  num­
b e r s  r  a n d  r '  f o r  w h i c h
(1) f ( r ) £ f ( r + d j )  a n d  f ( r ' ) ^ f  ( r ' + d j )  , j  = 1 , 2 , . . . , n .
J . S .  Hwang h a s  p r o v e d  C l ]  t h e  p r o b l e m  b u t  t h e r e  a r e  some 
m i s t a k e s  i n  t h e  p r o o f .  I n  t h i s  p a p e r  a  c o r r e c t  p r o o f  f o r  t h e  
P r o b l e m  i s  g i v e n .
1 .A l e m m a . I n  o r d e r  t o  p r o v e  P r o b l e m  w i l l  u s e  t h e  f o l l o w i n g  
lemma :
Lemma 1: L e t  d .  b e  i r r a t i o n a l  a n d  l e t  d . - d - ,  be
1 3 1
r a t i o n a l ,  j  = 2 , 3 , . . . , n .  I f  I j (к ) ,  j  = 1 , 2 , . . . , n ,  a r e  
n ó n - n e g a t i v e  i n t e g r a l  v a l u e d  f u n c t i o n s  s u c h  t h a t
n
Z I  • (k )  = k ,  f o r  e a c h  к = 1 , 2 , . . . ,  
j  = 1 3
t h e n  t h e r e  a r e  a  a n d  b r e a l  n u m b e r s  s u c h  t h a t  t h e  p o i n t s  
( a k ) a r e  d e n s e  i n  ( a , b ) , w h e r e
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and 0 < a < b  < 1 ,
P r o o f : We know t h a t d j  = d ,
n
q . .  I f we d e n o t e  Q = 11 »3
n
i=1  11
n
Q, = L I . ( k ) d .  = k * d . +  l  I ^ ( k ) p . / q .  = 
K j =1 3 3 ' j  = 1 3 3 3
n
(4) = k * d 1 +
2 I . ( k ) p . Q / q .  
j=1 3 3 3
= k ’ d^+Ä+m/Q
w h e r e Í  ,m a r e  i n t e g e r s  a n d 0 < m < Q. So f r o m  (4)  we know
t h a t (Qk ) i s  i n  one  o f  t h e f o l l o w i n g  p o i n t s :
( k * d 1) o r (kd^ + 1/Q) o r  . . . ( k d - j + Í Q - D / Q )  .
Our p r o o f  w i l l  b e  a n  i n d i r e c t  o n e .  The  lemma s a y s  t h a t  
t h e r e  a r e  n u m b e r s  a  a n d  b  s u c h  t h a t  f o r  e a c h  r e a l  n u m b e r s
c ^  and  C12 s a t i s f y i n g  a  c^  ^ < c^ 2 £  b we c a n  f i n d  к
s u c h  t h a t  C-ji < a^  < c ^ 2 .
L e t  u s  s u p p o s e  t h a t  i t  i s  n o t  t r u e .  So f o r  e a c h  a  a n d  b
s a t i s f y i n g  О < a  < b < 1 we c a n  f i n d  c ^  a n d  c ^ 2 s a t i s ­
f y i n g  a £ c ^  < < _b ,  f o r  w h ic h  t h e r e  i s  no  к s u c h  t h a t
C1 1 < ( a k> c 1 2 ’
L e t  u s  t a k e  any  o f  t h e  n u m b e rs  a , b  an d  t o  th em  a p a i r  
o f  c^ -j a n d  c 12 s a t i s f y i n g  t h e  a b o v e  a s s e r t i o n .
I f  c 1 1 + 1/Q < c 12+1/Q<1 t h e n  l e t  c ^ ^ c ^  + 1 /Q  an d
c \ 2~ C‘\ 2 + 1 / / Q '
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I f c 11+ i / q < i ! c i 2+ i / q t h e n  l e t c ^ = c ^  + ‘\ / Q  a n d  c . j 2= 1 .
I f 1£ c ! 1+ 1 /Q < c 12+1/Q t h e n  l e t o \  l = ( c 1 -, + 1/Q) an d
C12= ( C 12+ 1 /Q )
A c c o r d i n g  t o  o u r  a s s u m p t i o n  t h e  p o i n t s  ( a ^ ) a r e  n o t
d e n s e i n  ( c i 1 2^ ' SO t h e r e  a r e c 2 1 and  c 22 s a t i s f y i n g
c b i c 2 1 <C2 2 <C1 2 '  f ° r  t h e r e i s  no к s u c h t h a t
c 21< ( a k ) < c 22-
M o r e o v e r  t h e r e  i s  no к  s u c h t h a t
( c 2 r 1 / Q ) < ( a k ) < ( c 22- 1 / Q) b e c a u s e C1 1 — ^c 21~ 1/ Q ) < ( o 2 2 - 1 / Q ) < o 12
I f c 21+ i / q <c 22+ i / q< i t h e n  l e t C21=C21 + 1//Q an d
• C22 = c 22+ 1 / Q • ‘
I f c 21+ 1 /Q < 1 < c 22+1/Q t h e n  l e t c 2 1 = c 21+ 1 /Q a n d
C22 = 1 ‘
I f 1£ c 21+ 1 /Q < c 22+1/Q t h e n  l e t c 2 i = ( C21+ 1 /Q) a n d
c ^ 2 = ( c 0 0 + 1 / Q )22
A c c o r d in g  t o  ou r a s su m p tio n  t h e  p o in t s  (a^) a r e  n o t  
d e n se  in  ( c ^  , c ^ )  / s o  t h e r e  a r e  c 31 and c 32 s a t i s f y i n g
C2-\—c t, ‘\ <C32—C2 2 ’ f ° r  w h ich  t h e r e  i s  no k su ch  t h a t
c 31< ( a k , < c 32-
M oreover t h e r e  i s  no к f o r  w h ic h  e i t h e r  o f  th e  f o l l o w i n g  
i n e q u a l i t i e s  w o u ld  be t r u e :
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( c 31—1 / Q) < ( a k ) < ( c 3 2 —1 / Q ) , b e c a u s e
C21--( c 3 1 - 1 / Q) < ( c 3 2 - 1 / Q ) 1 c 22 
( c 31- 2 / Q ) < ( a k ) < ( c 3 2 ~ 2 / Q ) , b e c a u s e
C1 11 ( C3 1“ 2/ Q ) < ( c 3 2 - 2 / Q ) i c i 2  .
C o n t i n u i n g  t h i s  p r o c e d u r e  u n t i l  we r e a c h  Q-1 we g e t ,  
t h a t  t h e r e  i s  n o  к  f o r  w h i c h  a n y  o f  t h e  f o l l o w i n g  i n e q u a l ­
i t i e s  w o u ld  b e  t r u e :
CQ1< ( a k>«Q2-
(5) ( c Q, - 1 / Q ) < ( a k ) < ( o Q2- 1 / Q )
( c Q1- 2 / Q ) < ( a k ) < ( c Q2- 2 / Q )
Q-1 Q-1( c r .1 -  < ( a v )< ( c o0  -  ^ 7 ^ )'Q1 Q 'Q2 Q
But t h e  T h e o r e m  445 i n  C2H g i v e s  g h a t  (k d^ )  i s  d e n s e
i n  ( 0 , 1 ) ,  s o  t h e r e  i s  k Q s u c h  t h a t
( 0 Q1- V ) < ( k o d 1 ) < ( C Q2 -
a n d  we know
Í 6 )
<cQr  a^ ) < < k 041+ö )<(CQ2 -
( c Q l - V Q ) < ( k 0 d 1+2 ^ ) < ( c Q2- 1 / Q)
C01 < ( k o d i + ° ? Г )< ао г
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A t the  b e g i n n i n g  o f  t h e  p r o o f  o f  t h i s  lemma we saw t h a t  
( a k o ) i s  i n  o n e  o f  t h e  p o i n t s  ( k Qd 1 ) / ( k Qd 1+ 1 / Q ) , ,
(k^^d^t (Q-1 ) / Q)  . C o n s i d e r i n g  t h e  i n e q u a l i t i e s  o f  (6) t h i s
c o n t r a d i c t s ,  t h a t  t h e r e  i s n o  к s a t i s f y i n g  t h e  i n e q u a l i t i e s  
( 5 ) .  S u p p o s i n g  t h a t  c u r  lemma i s  n o t  t r u e  we g o t  t o  c o n t r a ­
d i c t i o n ,  s o  t h e  a s s e r t i o n  o f  o u r  lemma i s  t r u e .
2.  The p r o o f  o f  P r o b l e m  The p r o o f  o f  P r o b l e m  i s  s i m i l a r  
t o  t h e  p r o o f  o f  T h e o re m  1 i n  C l ] ,  b u t  i n  t h e  p r o o f  we h a v e  t o  
u s e  o u r  c o r r e c t  Lemma 1 a n d  t o  a r g u e  d i f f e r e n t l y .
I n  o r d e r  t o  p r o v e  t h e  f i r s t  s e t  o f  i n e q u a l i t i e s  i n  (1) l e t  
m d e n o t e  t h e  min imum o f  f ( x ) ,  w h e r e  f ( x )  i s  a  c o n t i n u o u s  
f u n c t i o n  o f  p e r i o d  one  a n d  l e t  Sm b e
(7)  Sm = { x : f ( x ) = m ,  О £  x < 1}
I f  d^ i s  i r r a t i o n a l  a n d  t h e r e  i s  a p o i n t  y G Sm s u c h  t h a t  
f ( y )  < f ( y + d j )  f o r  a l l  j  = 1 , 2 , . . . , n  
t h e n  t h e  p r o o f  i s  t h e  same a s  i n  C l I .
I f  d^ i s  i r r a t i o n a l  a n d  f o r  e a c h  x G Sm t h e r e  i s  a 
j  = j ( x )  s u c h  t h a t
( 8 ) f ( x ) = f(x+d_.)  1 £  j  £  n
t h e n  a p p l y i n g  (8) s u c c e s i v e l y  we o b t a i n  a  s e q u e n c e  o f  p o i n t s
i n  S : m
x ,  x+d j   ^ , x+d j  .j +d  j  2 , • .
W hich  c a n  b e  r e p r e s e n t e d ,  u s i n g  t h e  n o t a t i o n s  o f  Lemma 1,  a s
n
x, = x + 2 I  . (k )  d .
K j=1  3 3
к 1 , 2 , . . .
- 9 2
By o u r  Lemma 1 t h e  p o i n t s  (x^)  a r e  d e n s e  i n  ( a , b ) ,  w h e r e
0  < a  < b  < 1 . F ro m  t h e  c o n t u n i u i t y  o f  f ( x )  i t  f o l l o w s  t h a t
f ( x )  = m f o r  e a c h  x 6 ( a , b ) • I n  e a c h  i n t e r v a l  y o u  c a n  f i n d
a r a t i o n a l  n u m b e r ,  s o  t h e r e  i s  a n  r  r a t i o n a l  n u m b e r  i nо
( a , b )  . S i n c e  f ( r Q) = m/ t h e  f i r s t  s e t  o f  i n e q u a l i t i e s  o f  
(1)  a r e  t r u e  f o r  r  .
I f  d^ i s  r a t i o n a l  t h e n  t h e  p r o o f  i s  t h e  same a s  i n  
t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  1 o f  С 1 3 , b u t  we h a v e  t o  make c l e a r  t h a t  
i n  t h e  s e c o n d  p a r t  o f  t h e  p r o o f  o f  T h e o re m  1 o f  Hwang i n  СГЗ 
S m eans  t h e  s e t  o f  a l l  p o i n t s  ( x , )  i n  ( 0 , 1 )  , w h e r eX
n
x. = 0 + E I  . (k) d •
K j= 1  3 3
a n d  i t  i s  n o t  a  s u b s e t  o f  S , o n l y  i n  s p e c i a l  c a s e s .m u
The s e c o n d  s e t  o f  i n e q u a l i t i e s  i n  (1) c a n  b e  o b t a i n e d  
s i m i l a r l y  by  r e p l a c i n g  m in im um  by  maximum.
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ПРИМЕЧАНИЯ К ПРОБЛЕМЕ НЕПРЕРЫВНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
Л. Ж.  В арга
Р е з ю м е
Посмотрим следующую за д а ч у :
Пусть f ( x )  е с т ь  непреры вная д ей ст в и т ел ь н а я  п ер и о д и ч еск а я  функ­
ция над вещественными числам и с  периодом  о д и н . Если даны ч и с­
ла d ^ , j = l , 2 , . . . , n ,  г д е  т а к и е , ч то каждая р а зн о ст ь  d^-d .^  р а ­
ц и ональн ая , т о г д а  сущ ествую т д в а  рациональны х ч и сл а  г и г '  
т а к и е , что
( 1 )  f ( r ) < f ( r + d j )  и f  ( г  ' ) > f  ( г  '+ d j  ) , j = 1 , 2 , . . . , n .
Й.Ш. Хванг д о к а за л  утв ер ж д ен и е этой  за д а ч и  Cl D,  но в д о ­
к а за т е л ь с т в е  имеются некоторы е н ед о с т а т к и . В этой  с т а т ь е  мы 
д а ем  правильное д о к а за т е л ь с т в о  утверж дения этой  з а д а ч и .
MTA S Z T A K I  K ö z l e m é n y e k  3 3 / 1 9 8 5  p .  9 5 - 1 1 2
NETS/ POLYCATEGORIES AND SEMANTICS OF PARALLEL PROGRAMS
Ï . P .  V e l i n o v
Center of Applied Mathematics; Higher Institute of Mechanical and 
Electrical Engineering; 1000 Sofia, p.box 38^,
Bulgaria
The p u r p o se  o f  t h e  p r e s e n t  p a p e r  i s  t o  e s t a b l i s h  some  
c o n n e c t i o n s  b e tw e e n  (a  m o d i f i e d  v a r i a n t  o f )  P e t r y  n e t s  and  
P o l y c a t e g o r i e s  and on t h i s  b a s e  t o  s p r e a d  t h e  c a t e g o r y  
a p p ro a c h  t o  t h e  s e m a n t i c s  o f  p rogram s ( f l o w  d ia g r a m s )  p r o ­
p o s e d  by ADJ g ro u p  CJCSD and Goguen CHCT3 o v e r  a w id e r  c l a s s  
o f  p a r a l l e l  p r o g r a m s .
The r e a d e r  w h ic h  i s  n o t  a c c u s to m e d  w i t h  t h e  c a t e g o r y  
a p p ro a c h  t o  program m ing i s  i n v i t e d  t o  c o n s u l t  CHCTD o r  CJCSI], 
w h ere  t h e  i d e a s  n o t  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  p a r a l l e l i s m  can b e  
e a s i l y  f o l l o w e d .
i .  POLYGRAHS AND À -P0LYCATEG0RI ES
1 . 1 .  A p o l y g r a p h  (o r  a n e t )  Q i s  d e f i n e d  t o  be a s y s t e m  
p r e s e n t e d  by t h e  f o l l o w i n g  s t r i n g  o f  d a t a
< O r A , + ,  • ,  dom, c o d >
w h ere
-  <D = Ob( 6 )  i s  a s e t  o f  e l e m e n t s  c a l l e d  o b j e c t s ;
A  = Ar( G) i s  a s e t  o f  e l e m e n t s  c a l l e d  ( p o l y  ) a r r o w s  ; #6 <D?
-  d om ,cod  and + a r e  t h r e e  m a p p in g s:  dom A -* © p u t s  i n
c o r r e s p o n d e n c e  t o  e a c h  arro w  an o b j e c t  c a l l e d  i t s  i n i t i a l  
o b j e c t ; c o d :  A -*■ О p u t s  i n  c o r r e s p o n d e n c e  t o  e a c h  arrow
an o b j e c t  c a l l e d  i t s  f i n a l  o b j e c t ; +: О x О <0 .
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T h e se  d a t a  a r e  su c h  t h a t :
P 0 .<  <£), + , • >  i s  a m onoid  w i t h  o p e r a t i o n  + and n e u t r a l  e l e ­
m en t •  .
The o b j e c t s  o f  a p o ly g r a p h  u s u a l l y  w i l l  be  d e n o t e d  by A, 
B , C , u , v , w  and t h e  a rro w s  by  x , y , z , f , g , h .
The p r e s e n t e d  s t r u c t u r e  i s  s i m i l a r  t o  t h e  P e t r y  n e t  s t r u c ­
t u r e  [PNTD. I f  t h e  m onoid o f  o b j e c t s  o f  a p o ly g r a p h  i s  ta k e n  
t o  b e  a f r e e  m on oid  o v e r  some s e t  V o f  " p l a c e s "  and arrow s  
a r e  ta k e n  t o  b e  " t r a n s i t i o n s "  t h e  o n ly  s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e  
w i l l  be t h a t  i n s t e a d  o f  s e t s  s t r i n g  o f  p l a c e s  a r e  p u t  i n  c o r ­
r e s p o n d e n c e  t o  t h e  t r a n s i t i o n s  by th e  " in p u t"  and " ou tp u t"  
f u n c t i o n s  dom and c o d .
S i t u a t i o n s  i n  a p o ly g r a p h  ca n  be g r a p h i c a l l y  i l l u s t r a t e d  
r e p r e s e n t i n g  o b j e c t s  by t h e i r  names s i t u a t e d  on a s h e e t  o f  
p a p e r  and a r ro w s  by  "drawn b r a n c h in g  a rro w s"  ( s o m e t im e s  w i t h  
b o x e s  o r  c i r c u l e s  on them ) w h ic h  l e a d  from  names o f  o b j e c t s  t o  
nam es o f  o b j e c t s .  I f  s e v e r a l  names o f  o b j e c t s  a r e  s i t u a t e d  a t  
d i f f e r e n t  b e g i n n i n g s  ( e n d s )  o f  a drawn a r r o w ,  t h e y  form  th e  
name o f  th e  i n i t i a l  ( f i n a l )  o b j e c t  o f  t h e  arrow  by  a s t a n d a r d  
a g r e e m e n t  o f  c o m p o s in g  them  from  t h e  l e f t  t o  t h e  r i g h t .
,, - M- X
dom (x) = A + В + B, c o d ( x )  = В + C
An o r d e r e d  t r i p l e  o f  o b j e c t s  w i l l  b e  c a l l e d  a c o n n e c t o r .
C o n n e c to r  w i l l  b e  d e n o t e d  by o r  J .  A c o n n e c t o r  <A,B,C>  
w i l l  b e  d e n o t e d  by ABC a l s o .  I f  =<A,B,C> i s  a c o n n e c t o r  
t h e n  J I w i l l  d e n o t e  t h e  o b j e c t  A+B+C and L (j  ) , C (J_),R (jJ  
w i l l  d e n o t e  i t s  f i r s t ,  s e c o n d  and t h i r d  com p on en t r e s p e c t i v e l y .  
C ( j )  w i l l  b e  c a l l e d  t h e  c e n t e r  o f  t h e  c o n n e c t o r .  The s e t  o f  
a l l  c o n n e c t o r s  o f  a p o l y g r a p h  £ w i l l  b e  d e n o t e d  by  Con( 6  ) .
c o d ( x )  В CI- X
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An o p e r a t i o n  C o n (@ )x C o n (  0 )  -*■ Con( 0 )  d e f i n e d  by  t h e  
c o r r e s p o n d e n c e
<<A1 , A2 , A 3 > ,  <Вп / В2 / В э >> <A1+B1 , B2 , B 3+A3 >
w i l l  b e  u sed  i n  t h e  f o l l o w i n g  e x p o s i t i o n .
The s i g n  "+" f o r  t h e  m o n o id a l  o p e r a t i o n  w i l l  o f t e n  be  
o m i t t e d .
1 . 2  А Л - p o l y c a t e g o r y  !P i s  d e f i n e d  t o  b e  a s y s te m  p r e ­
s e n t e d  by t h e  s t r i n g  o f  d a t a
< Q ,  A. + , # ,d o m , c o d ,  y ,  I>
w h ere  < £), A ,+ ,* ,d o m ,c o d >  -  Gr( P )  i s  a p o ly g r a p h  ( t h e  u n d e r ­
l y i n g  p o ly g r a p h  o f  t h e  p o l y c a t e g o r y ) ,  I :  <£) A ,  I :A w -  I i s
a m apping t h a t  p u t s  i n  c o r r e s p o n d e n c e  t o  e a c h  o b j e c t  a s e l e c ­
t e d  a r ro w , c a l l e d  i d e n t i t y  arrow  and
У: AxCon(Gr ( 'P ) )x  A. /А 
У : <x,J_,y> X Í J ]  У
i s  a p a r t i a l  m a p p in g , c a l l e d  c o m p o s i t i o n  law f o r  t h e  a r r o w s .  
T h ese  d a t a  f u l f i l  t h e  f o l l o w i n g  a x io m s :
PY 1 .  ( E x i s t e n c e  o f  c o m p o s i t e s )
3 z ( x /  j_ / у  = z )  dom (x)  = |J_| & C(_[_) = c o d ( y ) .
PY 2 .  (dom and cod  o f  a  c o m p o s i t e )
х Г Г 7 у  = z
f dom(z) = I J_|dom(у ) | 
c o d ( z ) = cod(x)
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PY 3 . ( P a r t i a l  c o m m u t a t i v i t y )
( x / A 1A2A3A4A5 / y  ) / А ^ о т ( у  )А3А4А5 / z  =
= ( х /А дА2А3А4А5 / z ) /A 1A2A3dom(z )А5 / у
i f  t h e  d e s c r i b e d  c o m p o s i t e s  e x i s t .
PY 4 .  ( A s s o c i a t i v i t y )
x / ’ 1  / ( у  /  T / z )  = (x/" j_ / у )  A i^ T /z
i f  t h e  d e s c r i b e d  c o m p o s i t e s  e x i s t .
PY 5 .  (U n i t  la w )
F or  any o b j e c t  A and a r r o w s  x , y  : d o m (I  ) = c o d ( I  ) = A 
and 1д /А /х = х ,  у / А / 1 д =у i f  t h e  d e s c r i b e d  c o m p o s i t e s  e x i s t .
Now t o  s h o r t e n  th e  n o t a t i o n  we can  i n t r o d u c e  tw o d e r i v a ­
t i v e  o p e r a t i o n s  -  "o" and
x о y = x / d o m ( x ) / у ,
x + У = ( I cod(x) I CQd(y ) /~c°d (x )cod(y) / x) /dom(x)cod(yT/y
The m ain i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  p r e s e n t e d  s t r u c t u r e ,  w h ic h  
we w i l l  n e e d  h e r e  i s  t h e  A - p o l y c a t e g o r y  IPfn. I t  i s  d e f i n e d  a s  
f o l l o w s  :
-  O b (P fn ) c o n t a i n s  a l l  t h e  s e t s  ( i n  some u n i v e r s e )  d i s t i n g -  
w is h e d  t o  w i t h i n  t h e  a s s o c i a t i v i t y  o f  C a r t e s i a n  p r o d u c t  and  
t h e  p r o d u c t  w i t h  t h e  s e t  {<£} ;
-  A r ( P f n )  c o n t a i n s  a l l  t h e  f u n c t i o n s ;
-  t h e  m o n o id a l  o p e r a t i o n  i s  t h e  p r o d u c t  and t h e  n e u t r a l  
e l e m e n t  o f  t h i s  o p e r a t i o n  i s  { ф } ;
-  t h e  c o m p o s i t i o n  la w  f o r  th e  a r r o w s  i s  t h e  s u p e r p o s i t i o n  
s p e c i f i e d  b y  t h e  c o n n e c t o r s .
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А Л - p o l y c a t e g o r y  i s  s a i d  t o  b e  a X “P ° l y c a t e g o r y  w i t h  
f o r k s  i f f  f o r  e a c h  o b j e c t  A t h e r e  i s  an arro w  УД :А -*■ A+A 
su ch  t h a t
< W ^ V ® va = ( iaaa^ 7 V ® va = vl
More d e t a i l s  a b o u t  p o l y g r a p h s ,  p o l y c a t e g o r i e s  and 
A - p o l y c a t e g o r i e s  can  b e  fou nd  i n  C P,C F P ,P .E P , PSMC I,
PSMC I I ,  PR,CAPD. In  p a r t i c u l a r  A ~ P o l y c a t e g o r i e s  can  be  
v ie w e d  a s  s t r i c t  m o n o id a l  c a t e g o r i e s  :CWM,MFCD i n  t h e  fram e  
o f  w h ic h  a new c o m p o s i t i o n  law
< x , <A,B,C> , y >  t-+ x f ABC/ у  =  X о ( 1 д +у+1с )
i s  in t r o d u c e d  CPSMC I ,  PSMC I I ,  P R ] .
1 . 3 .  L e t  ß =  <V*, A ,  + ,» ,d o m ,c o d >  be a p o ly g r a p h  w i t h  a 
f r e e  m onoid  o f  o b j e c t s  < ¥ * , + , • >  o v e r  a s e t  o f  n o d e s  V .  No­
t i c e  t h a t  i n  s u c h  a s i t u a t i o n  t h e  o b j e c t s  can  b e  v ie w e d  a s  
w ords o v e r  V and a c o n n e c t o r  J_ s p e c i f i e s  a p a r t i c i p a t i o n  o f  
t h e  word C(J_) i n  | J_ | .
A sequence of arrow and connectors in  (3 of the form
p = < l 1 , x 1 ,J 2 '  x 2 ' i ■ k ' V i , x  ,■m m • i n , x n '  I;■n+1'
i s  c a l l e d  a p a t h  i n  G  i f f
-  t h e  c e n t e r  o f  J_j_ i s  c o d i x ^ ) ,  ( i = l , 2 , . . . , n )  ;
-  I l i + 1 l = | Xi 4dom( xi ) I , ( i = l , 2 , . . . , n );
■ l n + 1  = < # ' l i n^dom( xn ) I ' e > -
The o b j e c t s  IJjJ a nd |J_n+]_l a r e  c a l l e d  th e  e n d  and t h e  
b e g i n n i n g  o f  t h e  p a t h  and d e n o t e d  b y  c o d * (p )  and dom *(p)  
r e s p e c t i v e l y .
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In  d e g e n e r a t e d  c a s e s ,  when a p a t h  d o e s  n o t  c o n t a i n  arrow s  
i t  s h o u ld  be i n  t h e  form <uu . . .  u , u > , u6V . Such p a t h s  a re  
c a l l e d  fo rk  p a t h s  ( o r  d i a g o n a l s ) .  The p a t h s  o f  th e  fo rm  <u, u>  
a r e  c a l l e d  i d e n t i t y  p a t h s .  They w i l l  b e  d e n o t e d  by p u a l s o .  
P a t h s  o f  th e  fo rm  p x = <c o d ( x ) , x ,  d o m ( x ) > and d e g e n e r a t e d  
p a t h s  w i l l  be  c a l l e d  e l e m e n t a r y  p a t h s .
Each p a th  p i n  0  p r o p o s e s  a s e q u e n c e  o f  words
1 1 1  I / I J_2 I ' * ‘ * ' H n+11
s u c h  t h a t  I l i l  i s  o b t a i n e d  from  l l i _ i l  b y  s u b s t i t u t i o n  o f  
w o r d s .  So e a c h  p a t h  p r o p o s e s  a s e q u e n c e  o f  s u b s t i t u t i o n s  
a l s o .
L et  p be  a p a t h  i n  ß . An arrow  x^  i s  d i r e c t l y  c o n n e c t e d . 
w i t h  a c o n n e c t o r  i n  p i f f  t h e  p a r t i c i p a t i o n  o f  c o d ( x m> 
i n  |_[_ I i s  a c o n v e y e d  (b y  s u b s t i t u t i o n s  o f  p )  p a r t i c i p a t i o n  
o f  c o d ( x  ) i n  II, I ; an arrow  x  i s  d i r e c t l y  c o n n e c t e d  w i t h  
a n o t h e r  arrow  x^ i n  p i f f  i t  i s  d i r e c t l y  c o n n e c t e d  w i t h  J_^ +  ^
and th e  c e n t e r  o f  J_m i s  a conveyed p a r t i c i p a t i o n  o f  s u c h  a sub  
word o f  |_|_k+ ^| t h a t  i n t e r s e c t s  w i t h  t h e  c e n t e r  o f  _[_к 4 ^ о т ( х ^ ) .  
I f  x^ and xm a r e  d i r e c t l y  c o n n e c t e d  w i t h  _[_k i n  p t h e  c o n n e c ­
t i o n  w i t h  x  i s  t o  t h e  l e f t  o f  t h e  c o n n e c t i o n  w i t h  x  i f f  t h e  
p r e d e c e s s o r s  o f  and ]_m i n  |_[^| do n o t  i n t e r s e c t  and th e  
f i r s t  i s  s i t u a t e d  t o  t h e  l e f t  o f  t h e  s e c o n d .
A p a th  i n  0  i s  c a l l e d  c a n o n i c a l  i f f  i t  s a t i s f i e s  th e  
f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s :
-  e a c h  a r r o w  s i t u a t e d  b e tw e e n  tw o a rro w s  d i r e c t l y  c o n n e c ­
t e d  w i th  a c o n n e c t o r  i s  d i r e c t l y  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  c o n n e c t o r  
a l s o ;
-  i f  two a r r o w s  x^ and xm a r e  d i r e c t l y  c o n n e c t e d  w i t h  a 
c o n n e c t o r  and t h e  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  f i r s t  i s  t o  t h e  l e f t  
o f  th e  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  s e c o n d  t h e n  t h e  f i r s t  i s  s i t u a t e d  
i n  th e  p a th  t o  t h e  l e f t  o f  t h e  s e c o n d ;
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-  t h e r e  a r e  n o t  tw o  c o n n e c t e d  f o r k s  i n  t h e  p a t h .
An o p e r a t i o n  " t r a n s p o s i t i o n "  c a n  b e  a p p l i e d  t o  an y  tw o
a d j a c e n t  u n c o n n e c t e d  a r r o w s  x . a n d  x i n  a  p a t hm - l  m c
P <L i ' x i ' 1 . 2 ' x 2 '  * * * * * * ' l n ' xn ,!n + l>
t o  t r a n s f o r m  i t  t o  a n o t h e r  p a t h
<-L l , x l , l / 2 ' Tm- i - x ,1 , x  -I , m 1 m m-l - i n ' V W
w h e r e  Tm_^ i s  o b t a i n e d  f r o m  _[^_1 r e m o v i n g  i t s  c e n t e r  o v e r  t h e
p r e d e c e s s o r  o f  t h e  c e n t e r  o f  I a n d  Г  i s  o b t a i n e d  f ro m  I ,-чп m -4n-1
s u b s t i t u t i n g  t h e  p r e d e c e s s o r  o f  t h e  c e n t e r  o f  I b y  dom(x ) .-чп u m
The o p e r a t i o n  i s  c o n v e r t a b l e .  I t  i s  e a s y  t o  s p r e a d  i t  
o v e r  a n y  tw o  a r r o w s  i n  a  p a t h  w h i c h  a r e  n o t  a d j a c e n t  b u t  
f u l f i l  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e r e  гцго no  a r r o w s  b e t w e e n  th e m ,  
t h e  s e c o n d  o n e  i s  c o n n e c t e d  w i t h .
S i m i l a r l y ,  a n  o p e r a t i o n  " c o a l e s c e n c e  o f  f o r k s "  c a n  b e  i n ­
t r o d u c e d .  I t  i n c l u d e s  a p p l y i n g  o f  t r a n s p o s i t i o n s  s o  t o  p u t
a l l  c o n n e c t e d  f o r k s  i n  n e i g h b o u r h o o d ,  r e p l a c e m e n t  o f  e a c h
k+1g r o u p  o f  к  f o r k s  b y  V a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  m o d i f i c a t i o n s  
o f  c o n n e c t o r s .
PROPOSITION 1 .  E a c h  p a t h  i n  a  p o l y g r a p h  <5 w i t h  a  f r e e  
m o n o id  o f  o b j e c t s  c a n  b e  t r a n s f o r m e d  t o  a  u n i q u e  c a n o n i c a l  
p a t h  a p p l y i n g  f i n i t e l y  many t i m e s  t h e  o p e r a t i o n s  t r a n s p o s i ­
t i o n  a n d  c o a l e s c e n c e  o f  f o r k s .
Let Pi <l l , l ' Xl , l ' - L l , 2 ' Xl , 2 '  * • * , l l , k ,x l , k , -i-l,k+l> and
p2 = <J_2,1 ' x2 ,1 '^~2,2 ' X2 ,2 ' ‘ * '-1-2 ,X2 ,& '-^2 ,^ + l > be tw° Paths
i n  a  p o l y g r a p h  (? a n d  f  = u  c o d * ( p 2 ) v  b e  a  c o n n e c t o r  s u c h  
t h a t  H I  = d o m * ( p ^ ) .  A c o m p o s i t i o n  o f  p ^  a n d  p 2 b y  ~| i s  a  p a t h
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р 1 Г П ‘ , X 1 , 2 ' •-Tv , x l , k ' T k + 1  ' x 2 Л'Т,k+2 . X 2 , 2 '
• * * ' T k + i ' x2 д , Тк+л+1> '
w h e r e  Т ± = l 1 / ±  f o r  i = l , 2 , . . . , k ,  J k + j  = T + l 2 j  f o r  j = l , 2 , . . . , l
a n d  r w + i i - i T * i 2 o + 1 i • A c a n o n i c a l  c o m p o s i t i o n  o f  an d  p£ 
b y  J  i s  a  p a t h  p / p 2 o b t a i n e d  f r o m  p ^ /  “f  / ' p 2 a f t e r  
t r a n s f o r m i n g  i t  i n t o  c a n o n i c a l  f o r m .
E a c h  p a t h  i n  a  p o l y g r a p h  (5 w i t h  a  f r e e  m o n o id  o f  o b j e c t s  
c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s  a  c o m p o s i t i o n  o f  e l e m e n t a r y  p a t h s .
The  À - p o l y c a t e g o r y  o f  p a t h s  o v e r  a  p o l y g r a p h  ($ w i t h  a  
f r e e  monoid of o b j e c t s  i s  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  s t r i n g
Q -  = < V * , P , + , * , d o m *  , c o d *  , y , I >
w h e r e  P i s  t h e  s e t  o f  a l l  c a n o n i c a l  p a t h s  i n  G ,dom* and  co d *  
p u t  i n  c o r r e s p o n d e n c e  t h e  b e g i n n i n g  a n d  t h e  e n d  t o  e a c h  p a t h  
r e s p e c t i v e l y ,  f  i s  t h e  c a n o n i c a l  c o m p o s i t i o n  o f  p a t h s  an d  
I : V *  ->■ P , I  : u *-> p u * One c a n  e a s y  s e e  t h a t  i t  i s  a  A - p o l y ­
c a t e g o r y  w i t h  f o r k s .
L e t  us  d e n o t e  b y  U P  t h e  p o l y g r a p h  o b t a i n e d  f r o m  a p o l y ­
c a t e g o r y  P  a f t e r  f o r g e t t i n g  t h e  c o m p o s i t i o n  l a w  f o r  t h e  
a r r o w s  and  by  I n  G  — < I n 6 ^ , I n  G t h e  i n c l u s i o n  m o r p h i s m  
G -*■ U 3* d e t e r m i n e d  by  t h e  c o r r e s p o n d e n c e s  I n  v  v ,
m  е л =х «• p x .
PROPOSITION 2 :  Q * i s  a  f r e e  A - p o l y c a t e g o r y  w i t h  f o r k s
o v e r  t h e  p o l y g r a p h  G  w i t h  f r e e  m o n o id  o f  o b j e c t s  i n  t h e  s e n s e  
t h a t  f o r  e a c h  À - p o l y c a t e g o r y  P  a n d  e a c h  p o l y g r a p h  m o r p h i s m  
Г = < V  rA> r-.G U P t h e r e  e x i s t s  a  u n i q u e  f u n c t o r  
( X - p o l y c a t e g o r y  m o r p h i s m )  7"* : @ p  s u c h  t h a t  t h e  f o l i o -
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2, PARALLEL PROGRAMS
2 . 1 .  L e t  G  = <V* , f k ,+,  • ,  dom, cod>  b e  a  p o l y g r a p h  w i t h  a  
f r e e  m o n o id  o f  o b j e c t s  <V*, + ,9> o v e r  a  s e t  o f  n o d e s  
V = { v 1 , v 2 , . . . }
A s e q u e n c e  s = , x 2 , . . . , o f  a r r o w s  s u c h  t h a t  c o d ( x ^ )
a n d  do m (x i + ^ ) ,  ( i = l , 2 , . . . , m - l ) c o n t a i n  common n o d e s  w i l l  b e  
c a l l e d  a  s t r i n g  o f  a r r o w s .
An o b j e c t  uGV* i s  i n  c o n f o r m i t y  w i t h  a n o t h e r  o b j e c t  v€V* 
i f f  f o r  a n y  tw o  s t r i n g s  o f  a r r o w s  ^ ^ ' s 2 ^e a d  f ro m  v  t o
u t h e  s t i t u a t i o n  o f  t h e  c o d o m a i n s  o f  t h e  l a s t  a r r o w s  o f  s-^ 
a n d  s 2  i n  u ( t o  t h e  l e f t  o r  t o  t h e  r i g h t  w i t h  p o s s i b l e  o v e r ­
l a p p i n g )  i s  t h e  same a s  t h e  s i t u a t i o n  o f  t h e  d o m a i n s  o f  t h e  
f i r s t  a r r o w s  o f  a n d  s 2>
Two a r r o w s  x^ a n d  x 2 s u c h  t h a t  d o m ( x ^ ) an d  d o m (x 2 ) c o n t a i n  
common n o d e s  w i l l  b e  c a l l e d  a l t e r n a t i v e  a r r o w s .
A p o l y g r a p h  ß  w i t h  two s e l e c t e d  o b j e c t s  -  a  s t a r t  o b j e c t ,  
u g a n d  a n  e n d  o b j e c t ,  u£ w i l l  be  c a l l e d  a  p r o g r a m  scheme  i f f  
i t  s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s :
( i )  -  /к a n d  V a r e  f i n i t e  s e t s ;
( i i )  -  i f  t h e  d o m a i n s  a n d / o r  c o d o m a i n s  o f  tw o  a r r o w s  
c o n t a i n  common n o d e s  t h e i r  p a r t i c i p a t i o n s  f o r m  a  su b w o r d  o f  
a n y  o f  t h e  d o m a i n s  o r  c o d o m a i n s  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n ;
( i i i )  -  t h e  e n d  o b j e c t  i s  i n  c o n f o r m i t y  w i t h  t h e  s t a r t  
o b j e c t ;
( i v )  -  a n y  two s t r i n g s  o f  a r r o w s  w h i c h  b e g i n  i n  t h e  
s t a r t  o b j e c t  a n d  f i n i s h  w i t h  a r r o w s  w i t h  common n o d e s  i n  
c o d o m a i n s  b r a n c h  o u t  t h r o u g h  a l t e r n a t i v e  a r r o w s  o r  one  i s  
c o n t a i n e d  i n  t h e  o t h e r ;
( v )  -  a l l  t h e  n o d e s  w h i c h  t a k e  p a r t  i n  t h e  d o m a in  o f  
some a r r o w  b u t  do  n o t  t a k e  p a r t  i n  t h e  c o d o m a i n  o f  an y  a r r o w  
t a k e  p a r t  i n  t h e  s t a r t  o b j e c t ;  t h e r e  i s  no  a r r o w  s u c h  t h a t  a 
n o d e  w h i c h  t a k e s  p a r t  i n  t h e  e n d  o b j e c t  t a k e s  p a r t  i n  i t s  
d o m a i n  a l s o .
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A ß. imple  e x a m p l e  o f  a  ( p a r a l l e l )  p r o g r a m  s c h e m e ,  r e p r e s e n ­
t e d  i n  d i a g r a m  f o r m  i s  sh o w n  o n  t h e  n e x t  f i g u r e :
Y \
C
t f \  »4
f 4
H  Vs V1 V2 V3 
Ve =v5 v 6
l f > 2
v i V' •*, A
Ei
( a ) a  p r o g r a m schem e Q ( b ) a  p r o g r a m  i n  t h e  s h a p e  Q
L e t  Ç  b e  a n y  s u b c a t e g o r y  w i t h  f o r k s  o f  t h e  p o l y c a t e g o r y  
P f n  s u c h  t h a t  a l l  t h e  f u n c t i o n s  i n  i t  a r e  c o m p u t a b l e .  By U (J 
a s  u s u a l  we d e n o t e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p o l y g r a p h  o b t a i n e d  a f t e r  
f o r g e t t i n g  t h e  c o m p o s i t i o n  l a w  f o r  t h e  a r r o w s  i n  ( j .
A ( d e t e r m i n i s t i c )  p r o g r a m  i n  t h e  s h a p e  o f - t h e  p r o g r a m  
s c h e m e  G ( o r  a n  i n t e r p r e t a t i o n  o f  G) i s  a  f u n c t o r  P :  G uC 
s u c h  t h a t  t h e  P - i m a g e s  o f  a n y  tw o  a l t e r n a t i v e  a r r o w s  a r e  f u n c ­
t i o n s  whose  r a n g e s  o f  d e f i n i t i o n  ( i n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  
common n o d e s  p a r t i c u l a r  d o m a i n s )  a r e  d i s j o i n t .
2 . 2 .  F o l l o w i n g  t h e  i d e a s  s i m i l a r  t o  t h a t  u s e d  i n  t h e  
T h e o r y  o f  P e t r y  n e t s  a  c o n c e p t  o f  d a t a  f l o w  t h r o u g h  a  p r o g ­
r a m  schem e (3 c a n  b e  i n t r o d u c e d  a s  a  t o k e n  gam e:
-  a t  t h e  b e g i n n i n g  ( s t e p  0 )  a l l  t h e  n o d e s  i n  t h e  s t a r t  
o b j e c t  a r e  m a r k e d  w i t h  a c t i v e  t o k e n s ;
-  a t  t h e  s t e p  t  e a c h  a r r o w ,  w h i c h  i s  n o t  a l t e r n a t i v e  
w i t h  any  o t h e r ,  w i t h  m a r k e d  d o m a in  s u c h  t h a t  a t  l e a s t  o n e  o f  
i t s  n o d e s  i s  m a r k e d  w i t h  a n  a c t i v e  t o k e n  c a n  b e  a c t i v a t e d  t o  
c o n v e r t  t h e  t o k e n s  i n  i t s  d o m a in  t o  p a s s i v e  a n d  t o  g i v e  r a i s e  
t o  a c t i v e  t o k e n s  i n  a l l  n o d e s  i n  i t s  c o d o m a i n ;  i n  a l t e r n a t i v e  
s i t u a t i o n s  j u s t  one  a r r o w  c a n  b e  s e l e c t e d  t o  a c t  a s  d e s c r i b e d ;
-  t h e  d a t a  f l o w  c a n  b e  s t o p p e d  a t  some s t e p  o r  i t  c a n  
s t o p  n a t u r a l l y  i f  t h e r e  i s  n o  p o s s i b i l i t y  f o r  i t  t o  be  c o n t i ­
n u e d  .
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G iv e n  a n  o b j e c t  u w h i c h  i s  i n  c o n f o r m i t y  w i t h  t h e  s t a r t  
o b j e c t  a d a t a  f l o w  i s  a  d a t a  f l o w  t o  и i f  when i t  s t o p s  a l l  
t h e  n o d e s  i n  u a r e  m a r k e d  w i t h  a c t i v e  t o k e n s  a n d  t h e r e  a r e  
n o  o t h e r  a c t i v e  t o k e n s .
PROPOSITION 3: T h e r e  i s  no  d a t a  f l o w  i n  a  p r o g r a m  s c h e m e  
s u c h  t h a t :
( i )  -  a  n o d e  i s  s u p p l i e d  w i t h  a n  a c t i v e  t o k e n  by two d i f ­
f e r e n t  a r r o w s  s i m u l t a n e o u s l y ;
( i i )  -  a  n o d e  m a r k e d  w i t h  an  a c t i v e  t o k e n  i s  s u p p l i e d  
w i t h  an  a c t i v e  t o k e n  a g a i n  b e f o r e  i t s  d e a d .
P r o o f :  S u p p o s e  t h e  o p p o s i t e  f o r  a  n o d e .  I n  b o t h  c a s e s  
f o l l o w i n g  b a c k  t h e  m ovem en t  o f  t h e  a c t i v e  t o k e n s  two s t r i n g s  
s-^ and  s 2  c a n  b e  f o r m e d  s u c h  t h a t :  t h e i r  a r r o w s  h a v e  b e e n  a c ­
t i v a t e d ;  t h e y  b e g i n  f r o m  t h e  s t a r t  o b j e c t ;  t h e i r  l a s t  a r r o w s  
h a v e  t h e  n o d e  i n  common. They c a n n o t  b r a n c h  o u t  t h r o u g h  a l t e r ­
n a t i v e  a r r o w s .  So o n e  o f  th e m  c o n t a i n s  t h e  o t h e r .  I n  t h e  c a ­
s e  ( i )  i n c l u s i o n  i s  n o t  p o s s i b l e  (we w a n t  t h e  n o d e  t o  b e  m a r ­
k e d  w i t h  an  a c t i v e  t o k e n s  s i m u l t a n e o u s l y ) .  So s ^  a n d  s 2 c o i n ­
c i d e .  I n  t h e  c a s e  ( i i )  b e c a u s e  o f  t h e  i n c l u s i o n  t h e  t o k e n  
s h o u l d  b e  made p a s s i v e  b e f o r e  b e i n g  f o r c e d  t o  b e  a c t i v e  a g a i n .
An e l e m e n t  o f  a  s e t  A^xÄ2 X . . . x A m w i l l  b e  c a l l e d  a  s t r i n g  
o f  d a t a  a l s o .  E a c h  s t r i n g  o f  d a t a  < a ^ , , . . . , a m> h a s  ,
a m a s  c o m p o n e n t s .
G i v e n  a  s t r i n g  o f  d a t a  f r o m  t h e  s t a r t  s e t  a  c a l c u l a t i o n  
a c c o r d i n g  t o  a d a t a  f l o w  c a n  be  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :
-  a t  t h e  s t e p  0 a  s t r i n g  o f  d a t a  f r o m  t h e  s t a r t  o b j e c t  i s  
a v a i l a b l e  ;
-  a t  t h e  s t e p  t  a  f u n c t i o n  i s  c a l c u l a t e d  f o r  t h e  a v a i l a b l e  
d a t a  i f f  i t  c o r r e s p o n d s  t o  an  a r r o w  w h i c h  i s  a c t i v a t e d  i n  t h e  
d a t a  f l o w  an d  t h e  a v a i l a b l e  d a t a  a r e  i n  t h e  d o m a in  o f  t h e  
f u n c t i o n ;  i n  t h i s  c a s e  new a v a i l a b l e  d a t a  a p p e a r  i n  i t s  c o d o ­
m a in  a c c o r d i n g  t o  ( i i ) t h e  a v a i l a b l e  d a t a  f o r  t h e  s t e p  t  c a n  
b e  a r r a n g e d  i n  a p p r o p r i a t e  s t r i n g  o f  d a t a .
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A d a t a  f l o w  ( t o  u )  i s  a d e q u a t e  t o  a  s t r i n g  o f  d a t a  f r o m  
t h e  s t a r t  s e t  i f f  a l l  t h e  f u n c t i o n s  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c a l ­
c u l a t i o n  c a n  be  c a l c u l a t e d  ( i n  p a r t i c u l a r  f r o m  two a l t e r n a ­
t i v e  a r r o w s  t h e  a r r o w  w h ich  c o r r e s p o n d s  t o  a  f u n c t i o n  d e f i n e d  
f o r  t h e  a v a i l a b l e  d a t a  s h o u l d  b e  a c t i v a t e d ) .  A d a t a  f l o w  
( t o  u )  i s  p u n c t u a l  f o r  a s t r i n g  o f  d a t a  f r o m  t h e  s t a r t  s e t  
i f f  i t  i s  a d e q u a t e  t o  t h e  s t r i n g  o f  d a t a  a n d  t h e  c a l c u l a t i o n  
c a n  n o t  b e  c o n t i n u e d  a c c o r d i n g  t o  a n o t h e r  a d e q u i t e  d a t a  f l o w  
( t o  u )  c o n t a i n i n g  t h e  d a t a  f l o w  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n .
G i v e n  a  p r o g r a m  P and an o b j e c t  u w h i c h  i s  i n  c o n f o r m i t y  
w i t h  t h e  s t a r t  o b j e c t  a main  c a l c u l a t i o n  t o  и o v e r  some s t r i n g  
o f  d a t a  f r o m  t h e  s t a r t  s e t  a c c o r d i n g  P i s  a  c a l c u l a t i o n  a c ­
c o r d i n g  t o  a p u n c t u a l  ( t o  t h e  s t r i n g  o f  d a t a )  d a t a  f l o w  t o  u
i n  P.
F o r  e a c h  s t r i n g  o f  d a t a  f r o m  t h e  s t a r t  s e t  t h e r e  i s  j u s t
one  p u n c t u a l  d a t a  f l o w  i n  P , a t  m o s t  one  p u n c t u a l  d a t a  f l o w
t o  u i n  P and  s o  a t  m o s t  one  m a i n  c a l c u l a t i o n  t o  u .
A r e s u l t  o f  a  c a l c u l a t i o n  ( t o  u)  a c c o r d i n g  t o  a  g i v e n  
p r o g r a m  P f o r  t h e  g i v e n  s t r i n g  o f  d a t a  f r o m  t h e  s t a r t  s e t  i s  
a s t r i n g  o f  d a t a  r e c e i v e d  i n  t h e  e n d  s e t  ( t h e  s e t  c o r r e s p o n ­
d i n g  t o  u )  a c c o r d i n g  t o  t h e  m a i n  c a l c u l a t i o n  t o  t h e  e n d  o b ­
j e c t  ( t o  u)  i f  t h e r e  i s  an y  a n d  o t h e r w i s e  t h e r e  i s  n o  r e s u l t .
P r o p o s i t i n  3 a l l o w s  u s  t o  s t a t e :
PROPOSITION 4 :  T h e r e  i s  j u s t  o n e  r e s u l t  o f  a  c a l c u l a t i o n ,  
i f  a n y ,  f o r  a  g i v e n  s t r i n g  o f  d a t a  f r o m  t h e  s t a r t  s e t  a c c o r ­
d i n g  t o  a  p r o g r a m  P .
The f u n c t i o n  d e f i n e d  by  c a l c u l a t i o n  a c c o r d i n g  t o  a  p r o g r a m  
i s  a f u n c t i o n  f r o m  t h e  s t a r t  s e t  t o  t h e  e n d  s e t  o f  t h e  p r o g r a m  
w h i c h  p u t s  i n  c o r r e s p o n d e n c e  t o  e a c h  s t r i n g  o f  d a t a  t h e  r e s u l t  
o f  t h e  c a l c u l a t i o n  o v e r  i t .  T h e  o p e r a t i o n a l  s e m a n t i c s  f o r  p r o g ­
ram s  s u p p l i e s  a  p r o g r a m  w i t h  t h e  f u n c t i o n  d e f i n e d  b y  c a l c u l a ­
t i o n  a s  m e a n i n g .
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2 . 3 .  The c o n s i d e r a t i o n s  i m p l e m e n t e d  a b o v e  i n t u i t i v e l y  s u g ­
g e s t  p a t h s  i n  a  p r o g r a m  schem e  a s  f o r m a l  d e s c r i p t i o n s  o f  d a t a  
f l o w s .
L e t  P :  6  —>-U C b e  a  p r o g r a m .  A c c o r d i n g  t o  P r o p o s i t i o n  2 P 
h a s  a  u n i q u e  e x t e n s i o n  t o  a  f u n c t o r  P* : G* -* -C  f r o m  t h e  A - p o ­
l y c a t e g o r y  w i t h  f o r k s  o f  p a t h s  o v e r  G  . The s e t  o f  t h e  a r r o w s  in  
(3 i s  p a r t i a l l y  o r d e r e d  by  a  r e l a t i o n  " =
p c  q i f f p i s  an  i n i t i a l  p a r t  o f  q .
G iv e n  a  p r o g r a m  P : G  —>. uC t h e  r e l a t i o n  < P * ( v ^  , P * ( v e ),<5> 
w h e r e
Í q i s  a  m a x im a l  t. r e l a t e d  t o  c.) p a t h  i n  G
ч < a ,  CP*(q  ) 3 ( a  )> s u c h  t h a t  P * ( q )  i s  d e f i n e d  f o r  a ,  d o m * ( q ) =
l =u , c o d * (q ) =u s д e
w i l l  b e  c a l l e d  t h e  c o n c e p t u a l  m e a n i n g  o f  P .  The s e m a n t i c s  
w h i c h  s u p p l i e s  e a c h  p r o g r a m  w i t h  i t s  c o n c e p t u a l  m e a n i n g  w i l l  
b e  c a l l e d  c o n c e p t u a l  s e m a n t i c . (We u s e  t h e  t e r m  " c o n c e p t u a l "  
t o  d i s t i n g u i s h  b e t w e e n  c o n c e p t u a l  s e m a n t i c ,  o p e r a t i o n a l  s e m a n ­
t i c  an d  d e n o t a t i o n a l  s e m a n t i c ,  t h e  l a t t e r  u s u a l l y  c o n n e c t e d  
w i t h  f i x - p o i n t  c o n s t r u c t i o n s . )
PROPOSITION 5 : C o n c e p t u a l  a n d  o p e r a t i o n a l  s e m a n t i c s  c o i n ­
c i d e  .
P r o o f :  E a c h  p a t h  q f r o m  t h e  s t a r t  o b j e c t  t o  an  o b j e c t  u 
w h i c h  i s  i n  c o n f o r m i t y  w i t h  i t  d e s c r i b e s  a  d a t a  f l o w .  L o o k i n g  
on  i t  f r o m  t h e  r i g h t  t o  t h e  l e f t  i t  c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  a 
s e q u e n c e  o f  o b j e c t s  a n d  a r r o w s  a c t i v a t e d  i n  c o n s e q u e n t  s t e p s .  
A c c o r d i n g  t o  t h e  s u p e r p o s i t i o n  r u l e s  i n  P f n  i f  P * ( q )  i s  d e ­
f i n e d  f o r  a  IP*(ug ) t h e n  t h e  c a l c u l a t i o n  a c c o r d i n g  t h e s e  d a t a  
f l o w  g i v e s  a s  a  r e s u l t  C P * ( q ) 3 ( a )  i n  P * ( u e ) .  ( T h e s e  s t a t e ­
m e n t s  c a n  b e  p r o v e d  m ore  s t r i c t l y  b y  i n d u c t i o n . )
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Each  ( f i n i t e )  d a t a  f l o w  t o  a n  o b j e c t  u w h i c h  i s  i n  c o n f o r ­
m i t y  w i t h  t h e  s t a r t  o b j e c t  c a n  b e  d e s c r i b e d  a s  a  ( c a n o n i c a l )  
p a t h  q f r o m  t h e  s t a r t  o b j e c t  t o  u s u c h  t h a t  i f  t h e  d a t a  f l o w  
i s  a d e q u a t e  t o  a  s t r i n g  o f  d a t a  a  t h e n  P * ( q )  i s  d e f i n e d  f o r  
a  and  t h e  r e s u l t  o f  t h e  c a l c u l a t i o n  a c c o r d i n g  t o  t h e  d a t a  
f l o w  o v e r  i t  i s  C P * ( q ) 3 ( a ) .
To p r o v e  t h i s  s t a t e m e n t  we s h a l l  u s e  i n d u c t i o n  o n  t h e  num­
b e r  o f  s t e p s  i n  a  d a t a  f l o w .
S u p p o s e  t h a t  a l l  d a t a  f l o w s  o f  t  s t e p s  f u l f i l  t h e  s t a t e ­
m e n t .  C o n s i d e r  a  d a t a  f lo w  o f  t + 1  s t e p s  t o  a n  o b j e c t  u w h i c h  
i s  i n  c o n f o r m i t y  w i t h  t h e  s t a r t  o b j e c t .  L e t  a t  t h e  s t e p  t + 1  
t h e  a r r o w s  , x 2 , . . .  , xn h a v e  b e e n  a c t i v a t e d .  T h e i r  c o d o m a i n s  
t a k e  p a r t  i n  u a n d  d o  n o t  o v e r l a p .  I f  t h e  o r d e r  o f  s i t u a t i o n  
o f  c o d o m a i n s  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  c h o s e n  o r d e r  o f  a r r o w s  t h e  
o b j e c t  u i s  o f  t h e  fo r m
u = u . c o d i x ,  ) u nc o d ( x n ) .  . . u  c o d ( x  )u  , .  i  1  А А П П П + 1
A l l  t h e  n o d e s  i n  i t  a r e  a c t i v e  an d  t h e  n o d e s  i n  c o d o m a i n s  h a v e  
b e e n  a c t i v a t e d  a f t e r  t h e  s t e p  t + 1 .  T h i s  l e a d s u s  t o  a  c o n c l u ­
s i o n  t h a t  t h e  o b j e c t
w = u , d o m ( x ,  ) u 0d o m ( x „ )  . . . u  dom( x  )u
i s  i n  c o n f o r m i t y  w i t h  t h e  s t a r t  o b j e c t  ( s u p p o s e  t h e  o p p o s i t e  
and  u w i l l  n o t  b e  i n  c o n f o r m i t y  w i t h  t h e  s t a r t  o b j e c t )  a n d  
a l l  t h e  n o d e s  i n  i t  h a v e  b e e n  a c t i v a t e d  a f t e r  t h e  s t e p  t .  
R e s t r i c t i n g  t h e  d a t a  f l o w  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  a  d a t a  f l o w  t o  
t h e  o b j e c t  w o f  t  s t e p s  c a n  b e  o b t a i n e d .  By i n d u c t i o n  h i p o -  
t h e s i s  t h e r e  i s  a  p a t h  p f u l f i l l i n g  t h e  s t a t e m e n t  f o r  t h i s  
d a t a  f l o w .
C o n s i d e r  t h e  p a t h
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q = q '  о p  = < ( u , c o d ( x , ) u „ c o d ( x „ ) . . .  u c o d ( x  )u  ,1-------- 1— 2 2 n n n+1 1 '
( u , d o m ( x ,  ) u 0c o d ( x „ )  . . .  u c o d ( x  )u  . . ) , х ~ ,  1 1 2--------- 2— n n n+1 2
( u . d o m C x , ) u nd o m ( x „ )  . . .  u d o m (x  )u  , . ) >  о p 1 1 2  2 n n n+1 ^
S i n c e  P * ( q )  = P * ( q ' ) о P * ( p ) ,  a c c o r d i n g  t o  t h e  r u l e s  o f  
s u p e r p o s i t i o n  i n  P f n  t h e  e v a l u a t i n  o f  P * ( q )  f o r  t h e  s t r i n g  
o f  d a t a  a  c a n  b e  d o n e  c o n t i n u i n g  t h e  e v a l u a t i o n  o f  P * ( p )  i n  
t h e  manner d e s c r i b e d  b y  q ' .  So t h e  r e s u l t  o f  execu t in g  o f  t+1 (th) 
s t e p  o f  t h e  c a l c u l a t i o n  a c c o r d i n g  t o  t h e  g i v e n  d a t a  f l o w  
on  t h e  r e s u l t  o f  t h e  c a l c u l a t i o n  t i l l  t h e  s t e p  t  w i l l  be  o b ­
t a i n e d .  T h a t  i s  j u s t  t h e  r e s u l t  o f  t h e  c a l c u l a t i o n  a c c o r d i n g  
t o  t h e  g i v e n  d a t a  f l o w .
M o r e o v e r ,  i f  a  d a t a  f l o w  i s  p u n c t u a l  f o r  a  g i v e n  s t r i n g  
o f  d a t a  t h e n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p a t h  i s  a  m a x im a l  p a t h  d e f i n e d  
f o r  i t  ( s u p p o s e  t h e  o p p o s i t e  a n d  t h e  d a t a  f l o w  c o u l d  b e  c o n ­
t i n u e d  t o  a n o t h e r  d a t a  f l o w  t o  t h e  sam e  o b j e c t  a d e q u a t e  t o  
t h e  g i v e n  s t r i n g  o f  d a t a )  a n d  v i c e  v e r s e .
T h e s e  s t a t e m e n t s  r e l a t e d  t o  t h e  e n d  o b j e c t  p r o v e  t h e  
p r o p o s i t i o n .
COROLLARY : The c o n c e p t u a l  m e a n i n g  o f  a  p r o g r a m  i s  a 
f u n c t i o n .
The c o n c e p t u a l  m e a n i n g  o f  a  p r o g r a m  P : Q  —*-U0  c a n  a l s o  b e
d e f i n e d  a s  a  r e l a t i o n  < P * ( u  ) , P * ( u  ) ,  6> w h e r es e
6 = U { P * ( q ) | d o m * ( q )  = u g , c o d * ( q )  = ug }
The l i m i t a t i o n s  o f  t h e  o b j e c t s  w h i c h  c o u l d  b e  e n d  o b j e c t s  i n ­
j u r e  t h e  m a x i m a l i t y  o f  t h e  p a t h s .  So t h e  s e m a n t i c  i s  t h e  sam e 
B u t  s u c h  a  d e f i n i t i o n  s u p p l i e s  o t h e r  o b j e c t s  w i t h  r e l a t i o n s  
i n s t e a d  o f  f u n c t i o n s  a s  m e a n i n g .
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As a n  e x a m p l e ,  o n  t h e  n e x t  f i g u r e  t h e  i n t e r p r e t a t i o n s  o f  
t h r e e  p a t h s  t o  u e = v ^ v 2  f ° r  t h e  P ro<?ra m  sch em e  a n d  t h e  p r o g r a m  
p r e s e n t e d  a b o v e  a r e  shown i n  d i a g r a m  f o r m .
\ к
3.  CONCLUDING REMARKS
T h e r e  a r e  m any  o t h e r  p r o b l e m s , l i k e  t h e  p r o b l e m  o f  t e r m i ­
n a t i o n  o r  t h e  p r o b l e m  o f  e q u i v a l e n c e  w h i c h  h a v e  n o t  b e e n  
d i s c u s s e d  i n  t h e  p r e s e n t  p a p e r .  The r e a d e r  c o u l d  t r y  t o  c o n ­
s i d e r  them  f o l l o w i n g  t h e  p a p e r s  EHCT, JCSD.
The p r e s e n t e d  c o n s t r u c t i o n s  a r e  n o t  p e r f e c t  i n  s e v e r a l  
d i r e c t i o n s .  F i r s t  o f  a l l ,  t h e r e  a r e  tw o  many r e s t r i c t i o n s  on 
a p o l y g r a p h  t o  b e  a  p r o g r a m  s c h e m e .  Some o f  t h e m  c a n  b e  a v o i d e d  
i f  m o re  c o m p l i c a t e d  p o l y c a t e g o r i e s  (we s h a l l  n e e d  p r o j e c t i o n s  
and  t r a n s p o s i t i o n s  CPU) a r e  u s e d .  M o r e o v e r ,  i t  i s  d e s i r a b l e  t o  
f i n d  o u t  " e x t e r n a l "  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  some n o t i o n s  a s  " d o m a in  
o f  d e f i n i t i o n "  o r  " m e a n in g  o f  a  p r o g r a m "  i n s t e a d  o f  t h e  e l e ­
m e n t w i s e  u s e d  h e r e .  Such c h a r a c t e r i s t i c s  w i l l  g i v e  p o s s i b i l i t y
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INTRODUCTION
A t p r e s e n t ,  we o f t e n  d e s i g n  t h e  d a t a  b a s e  m a n a g e m e n t  
s y s t e m s  i n  many v a r i o u s  w a y s .  We h a v e  t h r e e  m a i n  d a t a m o d e l  
t y p e s :  h i e r a r c h i c a l ,  n e t w o r k  and  r e l a t i o n a l .  The r e l a t i o n a l  
d a t a m o d e l ,  w h i c h  was d e f i n e d  by  E . F .  Codd t 2 3 ,  i s  o n e  o f  t h e  
p o s s i b l e  d a t a m o d e l s  o f  a  d a t a  b a s e .  I n  t h i s  d a t a m o d e l  t h e  f o r m  
o f  d a t a s t o r a g e  i s  a  m a t r i x .
The m i n i m a l  k e y s  a n d  a n t i k e y s  p l a y  i m p o r t a n t  r o l e s  f o r  
t h e  l o g i c  an d  s t r u c t u r a l  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h i s  m o d e l .  In  
p a r t i c u l a r  t h e  r o l e  o f  a n t i k e y s  f o r  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  
e x t r e m a l  p r o b l e m s  o f  f u n c t i o n a l  d e p e n d e n c i e s  a s  w e l l  a s  f o r  
t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a  c o n c r e t e  m a t r i x  r e p r e s e n t i n g  a  s e t  o f  
m i n i m a l  k e y s  o r  f o r  f i n d i n g  t h e  m i n i m a l  k e y s .
I n  L 3□,  t h e  e q u i v a l e n c e  o f  m i n i m a l  k e y s  w i t h  S p e r n e r -  
- s y s t e m s  w as  p r o v e d .  A s e t  o f  a n t i  k e y s  i s  a l s o  S p e r n e r  s y s t e m .
Tne m a i n  p u r p o s e  o f  t h i s  p a p e r  i s  t o  g i v e  t h e  r e p r e s e n t a ­
t i o n  o f  m i n i m a l  k e y  i n  t h e  s e t  o f  a n t i k e y s  a n d  i n v e s t i g a t e ,  
e v a l u a t e  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m s \
-  F i v e  a l g o r i t h m s ,  e a c h  o f  w h i c h  f i n d  o n e  m i n i m a l  key  
/ t w o  o f  t h e m  a r e  l i n e a r / .
-  A l g o r i t h m  f i n d  t h e  s e t  o f  a l l  m i n i m a l  k e y s .
-  A l g o r i t h m  f i n d  t h e  s e t  o f  a l l  a n t i  k e y s .
1. DEFINITIONS AND THE REPRESENTATION OF MINIMAL KEY
L e t  ft = and  P ( f t )  i t s  p o w e r  s e t .
The m a p p i n g  F :  P ( f t )  -*■ P(ft )  i s  c a l l e d  a  c l o s u r e  o p e r a t i o n  
o \ ^ r f t ,  i f f  f o r  e v e r y  A , В 6 P ( f t ) :
( 1 . 1 )  A S 1 F (A) ( e x t e n s i  v i t y  ) ,
( 1 . 2 )  А с: В ~> F ( A ) O F ( B )  ( n o n o t o n i t y  ) ,
( 1 . 3 )  F ( F ( A ) ) = F( A)  ( i d e m p o t e n c y ) .
L e t  M be  a n  m x n m a t r i x  an d  ft b e  t h e  s e t  o f  i t s  
c o l u m n s .  L e t  FM( A ) , ( A ) £ f t ,  b e  a f u n c t i o n  s u c h  t h a t  F ^ ( A) 
c o n t a i n s  t h e  i - t h  c o lu m n  o f  M i f f  any  t w o  ro w s  i d e n t i c a l  i n  
c o l u m n s  be  l o n g i n g  t o  A a r e  a l s o  e q u a l  i n  t h e  i - t h  c o l u m n .
I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  F“M(A.) i s  a c l o s u r e  o p e r a t i o n .  We s a y  
t h a t  M r e p r e s e n t s  t h e  c l o s u r e  o p e r a t i o n  F i f  F = FM.
I t  i s  known ( C l l )  t h a t  a n y  c l o s u r e  o p e r a t i o n  i s  r e p r e s e n t a b l e  
b y  a n  a p p r o p r i a t e  m a t r i x  M.
L e t  F b e  a  c l o s u r e  o p e r a t i o n  o v e r  ft a n d  A c  ft. A i s  a 
k e y  o f  F i f  F ( A)  = ft . A i s  a m i n i m a l  k e y  o f  F i f  A i s  
a  k e y ,  b u t  F ( B)  ^ ft f o r  a n y  p r o f e r  s u b s e t  В o f  A.
D e n o t e  К t h e  s e t  o f  t h e  m i n i m a l  k e y s .  I t  i s  known ( C 3□) 
t h a t  К i s  t h e  s e t  o f  m i n i m a l  k e y s  o f  a n y  c l o s u r e  o p e r a t i o n  
f  a n d  o n l y  i f  К i s  a  n o n - e m p t y  S p e r n e r - s y s t e m . T h a t  i s :
A , B , G K: A B.
I
L e t  К b e  a  S p e r n e r - s y s t e m .  We d e f i n e  t h e  s e t  o f  a n t i  
k e y s  o f  K, d e n o t e d  by К 1 , a s  f o l l o w s :
K- 1  = {ACft:(BGK) =>(В£А) a n d  ( A C C )  => (3 BGK) ( В С C) }.
I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t h e  a n t i k e y s  o f  К a r e  t h e  s u b s e t s  
o f  ft n o t  c o n t a i n i n g  t h e  e l e m e n t s  o f  К and  w h i c h  a r e  m a x i m a l  
f o r  t h i s  p r o p e r t y  and  К 1 i s  a l s o  a  S p e r n e r - s y s t e m .
I n  t h i s  p a p e r  i f  o n e  S p e r n e r - s y s t e m  p l a y  t h e  r o l e  o f  t h e  
s e t  o f  m i n i m a l  k e y s  ( a n t i k e y s  ) , t h e n  a l w a y s  we a s s u m e  t h a t  
t h i s  S p e r n e r - s y s t e m  i s  n o t  em pty  ( n o t  c o n t a i n s  f t ) .
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Th eo rem 1 . 1  ( c i , U i ) .  I f  К i s  a n  a r b i t r a r y  S p e r n e r - s y s t e m ,  
t h e n  t h e r e  i s  a  c l o s u r e  o p e r a t i o n  F ( F ’ ) f o r  w h i c h  К = Kp
( к  = к ; Ь .
L e t  F b e  an a r b i t r a r y  S p e r n e r - s y s t e m  o v e r  U. D e n o t e  
Z (F)  = { A : F ( A) = A} a n d  T (F) = { Ac.fi : F ( A) = A a n d  
JB G : z ( F ) \ { f i } :  A c. b } . The  e l e m e n t s  o f  Z (F) a r e  c a l l e d  
c l o s e d  s e t s .  I t  i s  c l e a r  t h a t  T( F)  i s  t h e  f a m i l y  o f  m ax im a l  
c l o s e d  s e t s .  We h a v e  a f o l l o w i n g  lemma:
Lemma 1 . 2 . { Z 5 3 ) .  к ” 1 = T ( F ) .
Г
Lemma 1 . 3 .  L e t  К b e  a  S p e r n e r - s y s t e m  o v e r  fi and
К 1 i s  t h e  s e t  o f  a n t i k e y s  o f  K. Then  i f  A G К ( t h a t  i s :
A i s  a m i n i m a l  k e y ) , t h e n  t h e r e  i s  a  В 6 К 1 , a n d  an  a £ В
( a  G fi) s u c h  t h a t  A £  В u ( a ) .
P r o o f :  I f  J AI = 1 t h e n  i t  i s  c l e a r  t h a t  VB G К : А П В = 0 .
H en ce  A £  В n A (B i s  a n  a r b i t r a r y  e l e m e n t  o f  K- 1 ) .
I f  |Aj _> 2 t h e n ,  b y  T h e o re m  1 .1  t h e r e  e x i s t s  a  c l o s u r e  
o p e r a t i o n  F s u c h  t h a t  К = Kp . L e t  D b e  t h e  s e t  f o r  w h ic h  
D e  A an d  A \  D = a ( a  G Í1) . By Lemma 1 . 2  a n d  f r o m  A G К, 
we h a v e  F(D)  ф fi, and  t h e r e  e x i s t s  a  B G К-1 s u c h  t h a t  
F(D)  £  В.  I t  i s  c l e a r  t h a t  А с  в U { a } .  A lemma i s  p r o v e d .
I t  i s  o b v i o u s  t h a t  f o r  a l l  B (B G К ^ ) t h e r e  i s  an 
A (A G К) s u c h  t h a t  A ç  в U { a } ,  w h e r e  a $ В.
Lemma 1 . 4 .  L e t  К be  a  S p e r n e r - s y s t e m  o v e r  fi a n d
К 1 = {В , . . . , B m} i s  t h e  s e t  o f  a n t i k e y s  o f  K, A £  i k
Then A G К ( t h a t  i s :  A i s  a  m i n i m a l  k e y )  i f  and  o n l y  i f
A <£. B^ ( V . '  :1 <_ i  <_ m) and  f o r  e v e r y  D (D c  A) , t h e r e  i s
a  Bi ( Bi  e K ) s u c h  t h a t  D ç.  B ^ .
P r o o f .  I f  t h e r e  e x i s t s  a B^ G К s u c h  t h a t  B^ c. A, t h e n  
A i s  a  k e y .  I f  K~1 U A i s  a  S p e r n e r - s y s t e m ,  t h e n  f r o m  T h eo rem  
1 .1  t h e r e  e x i s t s  a  c l o s u r e  o p e r a t i o n  F s u c h  t h a t  К = Kp . 
C o n s e q u e n t l y ,  i f  F (А) ф fi, t h e n  b y  lemma 1 . 2  t h e r e  i s  a 
В . ( B . G K_ ^ ) s u c h  t h a t  F( A)  ç  B . ,  i . e .  А с  В . . T h i s
c o n t r a d i c t s  w i t h  t h e  f a c t  t h a t  A á  Bi  (Vi : 1 < i  £  m ) .
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H e n c e  A i s  a  k e y .  I t  i s  c l e a r  t h a t  b y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  
m i n i m a l  k e y ,  A i s  a  m i n i m a l  k e y .
On t h e  o t h e r  h a n d ,  we s u p p o s e  t h a t  A i s  a  m i n i m a l  k e y .  I t  i s  
c l e a r  t h a t  A <jjt (V^ : 1 i  m) , a n d  f o r  e v e r y  
D ( D C A ) ,  i f  D çi Bi ( v i  : 1 £  i  £  Ш) t h e n  f r o m  t h e  a b o v e
p r o o f  D i s  a  k e y ,  w h i c h  c o n f l i c t s  w i t h  t h e  f a c t  t h a t  A 
i s  a  m in im a l  k e y .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e r e  i s  a  EC ( 6  К 1 ) 
s u c h  t h a t  D ç  
A lemma i s  p r o v e d .
L e t  Q = {A , . . . , A m) b e  a  f a m i l y  o f  n o n - e m p t y  s e t s  o v e r  A. 
a n d  j Ajj  = (V i  : 1 i  £  m) . The  f o l l o w i n g  n u m e r a t i o n  o f
Q was  c a l l e d  p r i m a r y  o n e  :
A, = t a j . l2 '
l
‘t  i ‘, a '  } , . A.l = Í r i
д _г ш m -I
m
W here  we c h o o s e  a |  a s  f o l l o w s .
1) Choose  a f i r s t  e l e m e n t  a  o f  A ^ . I f  t h e r e  i s  an  A^(l<jL£m)
much t h a t  A^ = { a } ,  t h e n  a j  = a .  C o n v e r s e l y ,  we m ark
a l l  e l e m e n t s  a ,  w h i c h  o c c u r  i n  A ^ - s  ( l £ i £ m )  b y  t h e  s t a r  
and
2) we c h o o s e  a  f o l l o w i n g  e l e m e n t  a  o f  A . I f  t h e r e  i s  an 
A.(l<jL<m) s u c h  t h a t  a  i s  a  u n i q u e  e l e m e n t  o f  A, w h i c h
1 I
was n o t  m a r k e d  by  t h e  s t a r ,  t h e n  a  у  -  a .  C o n v e r s e l y ,  we 
mark a l l  e l e m e n t s  a ,  w h i c h  o c c u r  i n  A ^ - s  ( l £ i £ m )  b y  t h e  
s t a r  and
3) t h e  2 - t n  s t e p  i s  r e p e a t e d  u n t i l  a  a* was  c h o s e n .
-  In  A , w h e r e  
P
f o l l o w s  :
P r u n  f r o m  2 t o  m, we p e r f o r m  a s
f o r  e v e r y  p ,  i f  t h e r e  i s  a n  a  ^  s u c h  t h a t  q < p
and a  4  6 A , t h e n  a ^ = a  4 
1 P 1 1
C o n v e r s e l y ,
4)  we c h o o s e  a  f i r s t  e l e m e n t  a  o f  A , w h i c h  was  n o t  m a r k e d
P
by t h e  s t a r .  I f  t h e r e  e x i s t s  a n  A^ (p  £  i  <_ m) s u c h
t h a t  a  i s  a  u n i q u e  e l e m e n t  o f  A ^ , w h i c h  was  n o t  m a r k e d  by
1 1 7
t h e  s t a r ,  t h e n  a  ^  = a .  C o n v e r s e l y ,  we m a r k  a l l  e l e m e n t s  
a ,  w h i c h  o c c u r  i n  A±- s  (p  <_ i  <_ m) b y  t h e  s t a r  a n d .
5) t h e  4 - t h  S t e p  i s  r e p e a t e d  u n t i l  a ^  was  c h o s e n .
E x a m p le  1 . 5 :  L e t  ft = { l , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 }
A = { 1 , 3 , 4 , 5 } ,  A2 = { 1 , 2 , 3 , 4 , 6 }  a n d  A^ = { 3 , 4 , 5 }  we h a v e
{ l * , 3 , 5 , 6 } ,  { l * , 2 , 3 , 4 , 6 } ,  { 3 , 4 , 5 }
{ l * , 3 * , 5 , 6 }  , { l * , 2 , 3 * , 4 , 6 }  {3 * , 4 , 5 }
{ 1 * , 3 * , 5 * , 6 } , { 1 * , 2 , 3 * , 4 , 6 } ,  {3*  , 4 , 5 * } .  C o n s e q u e n t l y ,
A^ = { 6 , 1 , 3 , 5 } ,  by  6 G A2 , we h a v e  A2 = { 6 , 1 , 2 , 3 , 4 } ,  a n d  
i t  i s  c l e a r  t h a t  A^ = { 4 , 3 , 5 } .
T h e o r e m  1 . 6 :  L e t  К = { , . . . , B^} b e  a  S p e r n e r - s y s t e m
o v e r  ft ,  a n d  d e n o t e  H t h e  s e t ,  w h i c h  H 1 = K. Then
A G H ( i . e .  A i s  a m i n i m a l  k e y )  i f  a n d  o n l y  i f  A = { a } ,
m a IT i
w h e r e  a  ? U B. o r  A = U { a ,  } U{ a } ,  w h e r e
' 1 i = l  1
(П , П , . . . , П  ) i s  an o r d e r e d  s u b s e t  o f  t h e  i n d i c e s  l , 2 , . . , . , m .
O -L ~
Гу . ту .
{Вп ЛВ } = { a .  \ . . . , a  1 },  1 < i  < 2.} i s  a p r i m a r y  n u m e r a t i o n
11 о rii  1 П £
a n d  a  $ Bj CVJ i J  $ {П1 , . . . , П£ } ) ,  a  G Bn _ (Vi  : l < i < 2 ) .
P r o o f .  I t  i s  c l e a r  t h a t  {a} G H i f  and  o n l y  i f  
m
a 0 U B . ( B .  G K ) ) .  We a s s u m e  t h a t  ( П , П П „ ) i s  an
j 1  1  C ' I X,-
o r d e r e d  s u b s e t  o f  t h e  i n d i c e s  l , . . . , m  s u c h  t h a t
IL Hi
(В ЛВ = { a  , . . . , a  }} (1 < i  £  2 ) i s  a  p r i m a r y  n u m e r a -
0 i  1 XTT.1
t i o n ,  and  a  G Bn> (Vi : 1 < i  < £) , a  $ Bj(VJ : J  £ {H^, . . .  ,П^})
Ä П.
a n d  A = U {a  j1 } U{ a } . I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  A ^  B^ _ by
А Л (B n Bn ) f  0  (Vi  : 1 < i < 2) an d  f rom  a 0 В we 
n o i  J
1 1 8
h a v e  A £  (vB e  К \  Í Вд , . . . ,Вд } ) .  C o n s e q u e n t l y ,
а н±
A c£  Вд (Vi : 1 i  £  m) . I t  i s  c l e a t  t h a t  jj {a^ } Вд .
i=1 о
By t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  p r i m a r y  n u m e r a t i o n ,  f o r  e v e r y
r Hi,
П . (1 £  i  <_ £• ) t h e r e  i s  a  II .  s u c h  t h a t  АП (ВуГ Л B,, ) = { a .  L 
1 I 11 о J L'
H e n c e  i f  D i s  a  p r o f e r  s u b s e t  o f  A, a n d  we s u p p o s e  t h a t
• И j_
a 6 A \  D, t h e n  D С. Вд . I f  we s u p p o s e  t h a t  a .  G A \  D
u o 1
a n d  a  G D ( 1 i  _< &) , t h e n  t h e r e  e x i s t s  а  П s u c h  t h a t
П1
А П (Вд П Вц ) = {ay } .  C o n s e q u e n t l y  f r o m  a G D a n d  by
£ 0 'C
U i a 1 B]T we h a v e  D Ç. Bn . H e n c e  f r o m  Lemma 1 . 4 .
p=1 0 *
A i s  a m i n i m a l  k e y .  C o n v e r s e l y ,  we s u p p o s e  t h a t  A i s  a 
m i n i m a l  k e y .  By Lemma 1 . 3  t h e r e  e x i s t s  a  Вд (Вд G К) s u c h  
t h a t  A £  В . и { a} , w h e r e  a  0 В . . D e n o t e  {B]r , . . . ,B n } =
1  1  i l y  i l y ,
= {В G K : a G B }  a n d  П = i .  I t  i s  c l e a r  t h a t  (II , . . . , 1 1 , )  
i s  a n  o r d e r e d  s u b s e t  o f  t h e  i n d i c e s  1 , . . . , m.  By К i s  a
S p e r n e r - s y s t e m , we h a v e  Вд Л Вд ^  0 ,  an d  i t  i s  o b v i o u s
u o u i
t h a t  a £ B.c (v x  : x £ { IIу , . . . , I I ) . I t  i s  c l e a r  t h a t  f r o m  
A i s  a m i n i m a l  k e y  a n d  b y  Lemma 1 . 4 ,  f o r  e v e r y  b (b G A \  a)
t h e r e  i s  a II. s u c h  t h a t  А Л Br[ Л B,f = { b } .  I t  i s  o b v i o u s  
l  J1o u i
t h a t  А Л Bn Л BTÎ ф 0  (Vi : 1 £  i j ^ £ ) .  C o n s e q u e n t l y ,  we
JLo Jli
c a n  su p p o se  t h a t  f o r  e v e r y  i  s u c h  t h a t  ( (Вд- Л Вп ) \  А) ф 0 ,
JLo n i
a n d  t h e  f i r s t  t i m e ,  Втт Л Bïï h a s  a  f o l l o w i n g  f o r m :
i l 0 Uj_
Вд л Вд — { a  , . . . , a  } 
0 J X 1 i
a n d  А Л В,, Л Вд 
u o i
= ( a ^ , a ^  + y , . . . , a ^  } w h e r e  1 < x .  T h u s ,  t h e  e l e m e n t s  o f  A
s t a n d  i n  t h e  l a s t  p l a c e s  o f  Вд П Вд . A f t e r  we c o n s t r u c t  a
о i
p r i m a r y  n u m e r a t i o n  o f  (Вд  Л ВП . ' 1
1 < i  < £} .
D e n o t e  С
* ll±
= U { a } U { a } . I t  i s  o b v i o u s  t h a t  a  G A. I t  i s  
i=1 1
c l e a r  t h a t  f r o m  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  p r i m a r y  n u m e r a t i o n ,
П i
we h a v e  a^ G A, h e n c e  C £  A. On t h e  o t h e r  h a n d  f ro m  t h e  
p r o o f  t h e  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  C i s  a  m i n i m a l  k e y .  C o n s e q u e n t l y ,
C = A. T h e  t h e o r e m  i s  p r o v e d .
11 оD e n o t e  a .  t h e  e l e m e n t  a .  Vie h a v e  a  f o l l o w i n g  r e p r e s e n t a -
I Hi
t i o n  o f  a  m i n i m a l  k e y :  A = U {a^ } ,  w h e r e  £ ^  0 .
i = o
2. ALGORITHMS FIND ONE MINIMAL KEY
I n  t h i s  s e c t i o n ,  we i n v e s t i g a t e ,  e v a l u a t e  f i v e  a l g o r i t h m s  
w h i c h  f i n d  o n e  m i n i m a l  k e y .
F o r  t h e  e v a l u a t i n g  o f  t h e  t i m e  c o m p l e x i t y  o f  a l g o r i t h m s ,  we
a l w a y s  s u p p o s e  t h a t  t h e  e l e m e n t a r y  s t e p  b e i n g  c o u n t e d  i s  t h e  
c o m p a r i s o n  o f  two a t t r i b u t e . T h u s ,  we a l s o  a s s u m e  t h a t  
VA (A C il) : A i s  a  s o r t e d  l i s t  o f  a t t r i b u t e s .  C o n s e q u e n t l y ,  
a  B o o l e a n  o p e r a t i o n  on  tw o  s u b s e t s  o f  il r e q u i r e s  a t  m o s t  
0 ( n )  e l e m e n t a r y  s t e p s ,  w h e r e  j U | = n .
L e t  К b e  a S p e r n e r - s y s t e m  o v e r  il ( j Sl j =n)  , and 
К = {В .j , . . . , B^} . D e n o t e  j К j = n x m t h e  l e n g t h  o f  K.
Now we i n v e s t i g a t e  a  f i r s t  a l g o r i t h m :
-1
L e t  К b e  a  S p e r n e r - s y s t e m ,  К i s  a  f a m i l y  o f
a n t i k e y s  o f  K. B G K- 1 , a  Ê il \  В,  В = { b . , . . . , b } andI m
G = {B G K_1 а  £ В }.С т
L e t  TQ = В U { а } .
*
V l b a + 1 } í £  VBi  6 K‘ 1' ' G :V l b a + 1 ) '  V
I q o t h w e w i s e .
-  1 2 0  -
T h e o r e m  2 . 1 .  ( С 5 3 ) - {TQ,T.. , . . . ,T } a r e  t h e  k e y  a n d  Tm i s
a  m i n i m a l  k e y ,  i . e .  T 6 K.
I n  a  s i m i l a r  m a n n e r  we h a v e :
L e t  К = {В  ^ , . . . b e  a  S p e r n e r - s y s t e m ,  В = {b^ , . . . , b ç}
i s  a  k e y .
-1
D e n o t e  H t h e  s e t  s u c h  t h a t  H = K, t h e n  t h e r e  i s  a n  
A S H  s u c h  t h a t  A B.
q+1
T \  { b q + 1 } i f  VB± 6 K: Ta  \  t b a + 1 > /  B . ,
T o t h e r w i s e .q
By t h e  p r o o f  i s  a n a l o g o u s  t o  t h e  t h e o r e m  2 . 1 .  we h a v e
P r o p o s i t i o n  2 . 2 :  I f  К i s  a  f a m i l y  o f  a n t i  k e y s ,  t h e n  
{То , . . . , Т ^ }  a r e  t h e  k e y s  a n d  i s  a  m i n i m a l  k e y .
From P r o p o s i t i o n  2 . 2  we c o n s t r u c t  a  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m .
A l g o r i t h m  2 . 3 :  w i t h  a  q u a d r a t i c - t i m e .
INPUT: К = {В^ , . . . ,Bm) i s  a  S p e r n e r - s y s t e m  o v e r  Si = { 1 , . . . , n }  
and  В i s  a  k e y  ( i . e .  i f  we d e n o t e  H t h e  s e t  s u c h
_ i
t h a t  H = K, t h e n  t h e r e  i s  a n  A S H  s u c h  t h a t  
A £  B) .
OUTPUT: T i s  a  m i n i m a l  k e y  ( i . e .  T G H ) .
DATA STRUCTURES:
1) КС 1 :m] i s  a n  a r r a y ,  w h ic h  c o n t a i n s  t h e  e l e m e n t s  o f  K.
2) В i s  a  s e t ,  w h i c h  i s  a  k e y .
3) T-| i s  a  B o o l e a n  v a r i a b l e .
4) T i s  a  w o r k v a r i a b l e .
1 2 1
P r o c e d u r e  MINIKEY1 (К, В)  :
T +■ В;
f o r  e a c h  b G В do  
b e g i n  T-j +■ t r u e ;
f o r  i  +- 1 u n t i l  m do
i f  T \ ( b } c K C i D  t h e n  ^ f a l s e ;  
i f  T -J t h e n  T «- T \ { b }
e n d  ;
r e t u r n  T.
2I t  i s  c l e a r  t h a t  A l g o r i t h m  2 . 3  r e q u i r e s  0 ( n  *m)
( i . e .  0 { п [ к | )  e l e m e n t a r y  o p e r a t i o n s ,  a n d  by  P r o p o s i t i o n  2 . 2  
we h a v e :
C o r o l l a r y  2 . 4 :  A l g o r i t h m  2 . 3  d e t e r m i n e s  o n e  m i n i m a l  k e y ,  and  
i t s  t h e  t i m e  c o m p l e x i t y  i s  O ( n j K j ) .
L e t  К = { В^ , . . . , Bp } b e  a  S p e r n e r - s y s t e r n  an d  В i s  a 
k e y  o f  H, w h e r e  H = К L e t  A^ = В П B^ (V i  : 1 _< i  <_ m) . 
I n  A ^ , w h e r e  i  r u n  f r o m  1 t o  m, we p e r f o r m  a s  f o l l o w s :
l e t  CQ = 0 ,  f o r  e a c h  i ,  i f  C^_.j П A^ ф 0 ,  t h e n  CP = 
c o n v e r s e l y ,
1) we c h o o s e  a  f i r s t  e l e m e n t  a  o f  A ^ . I f  t h e r e  i s  an  A
( i  £  i  <m) s u c h  t h a t  A = { a } ,  t h e n  = C ^ _ ^ U i a } .
C o n v e r s e l y  we d e l e t e  a l l  e l e m e n t s  a ,  w h i c h  o c c u r  i n
A - s  ( i  < -с < m) and
2) t h e  f i r s t  s t e p  i s  r e p e a t e d  u n t i l  we c a n  n o t  c o n t i n u e  
t h e  c h o i c e .
By t h e  p r o o f  i s  a n a l o g o u s  t o  T h e o re m  1 . 6  we h a v e :
P r o p o s i t i o n  2 . 5 :  C i s  a  m i n i m a l  k e y  ( i . e .  C G H ) .r m m
By P r o p o s i t i o n  2 . 5  we c o n s t r u c t  a  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m .
A I g o r i t h m  2 . 6 : w i t h  a  q u a d r a t i c  t i m e .
INPUT: К = { В^ , . . . , B^} i s  a  S p e r n e r - s y s t e m  o v e r
il = { 1 , . . . , m }  a n d  В i s  a  k e y .
OUTPUT: T 6 H, w h e r e  H_1 = K.
DATA STRUCTURES:
1) КС 1 :m3 i s  a n  a r r a y ,  w h i c h  c o n t a i n s t h e  e l e m e n t s  o f
2) MC 1 :m3 i s  a  w ork  a r r a y .
3) в i s  s e t  o f  a t t r i b u t e s ,  w h ic h  i s  a k e y .
4) с i s  a w o r k v a r i a b l e .
P r o c e d u r e  MINIKEY2 ( К , B ) :
KEZDET: f o r  i  •*- 1 u n t i l  m d o
MCÍ3 «- ВП (1 \  K C Í 3 ) ;  C •*- 0 ;
CIKLUS 1 : f o r  i  «- 1 u n t i l  m do
i f  С n MC 13 = 0  t h e n  
b e g i n
CIKLUS 2 : f o r  e a c h  b G MC i n  d o
b e g i n  f o r  т i  u n t i l  m do
i f  b = MCc3 t h e n  b e g i n  C ■<- CU{b};
go  t o  UTOLSO e n d  
f o r  с i  u n t i l  m do 
MCJ 3 ■*- МС-сЗ -  {b}
e n d ;
UTOLSO: e m p ty
e n d ;
r e t u r n  C.
1 2 3
I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  i n  t h e  c a s e s  f o r  w h i c h  t h e r e  a r e  many
В П В^ s u c h  t h a t  |B  Л BjJ i s  f e w ,  i n  p a r t i c u l a r  |B Л B^j =1 ,
o r  В П B ^ - s  h a v e  a  common e l e m e n t ,  t h e  a l g o r i t h m  2 . 6
b e t t e r  t h a n  t h e  a l g o r i t h m  2 . 3 .
I n  K E Z D E T - s e c t io n  a n  a l g o r i t h m  r e q u i r e s  0 ( n  * m) e l e m e n t a r y  
o p e r a t i o n s .  I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  i n  C I K L U S 1 - s e c t i o n  t h e
Ji SL+ 1
a l g o r i t h m  r e q u i r e s  0 ( n  Z З б ^ (т -т ^ )  + Z т .) e l e m e n t a r y
i= 1 i=  1
o p e r a t i o n s ,  w h e r e  ü i s  t h e  nu m b er  o f  i t e r a t i o n s  o f  CIKLUS2 ,  
i s  t h e  n u m b e r  o f  a t t r i b u t e s ,  w h i c h  t h e  a l g o r i t h m  p r o c e s s  
i n  t h e  i - t h  i t e r a t i o n  o f  CIKLUS2 c^ i s  t h e  n um ber  o f  M C q l - s  
s u c h  t h a t  С П CMjq ф 0  f ro m  t h e  i - 1  - t h  i t e r a t i o n  t o  t h e  
i - t h  i t e r a t i o n  o f  CIKLUS2. i s  t h e  num ber  o f  MCqU-s
s u c h  t h a t  С Л MCqD Ф 0 a f t e r  t h e  & - t h  i t e r a t i o n  o f  CIKLUS2
I t  i s  o b v i o u s t h a t C1 = 0 .
t+  1
I t  c a n  be  s e e n t h a t Z
i  — 1
с . =  m a n d  Z i . < n . 
1 i - l  1 “
I n  t h e  w o r s t - c a s e ,  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t h e  a l g o r i t h m  
r e q u i r e s  0 ( n 2 *m) e l e m e n t a r y  o p e r a t i o n s  a n d  by  t h e  
P r o p o s i t i o n  2 . 5  we h a v e :
C o r o l l a r y  2 . 7 :  The a l g o r i t h m  2 . 6  d e t e r m i n e s  one  m i n i m a l  k e y ,
a n d  i t s  t h e  t i m e  c o m p l e x i t y  i s  O ( n j K j ) .
Now f ro m  t h e  a l g o r i t h m  2 . 6  a n d  w i t h  t h e  a i d  o f  d a t a -  
s t r u c t u r e s  we c o n s t r u c t  a n  a l g o r i t h m ,  w h i c h  f i n d  o n e  m i n i m a l  
k e y  a n d  h i s  t i m e  c o m p l e x i t y  i s  l i n e a r  ( i . e .  p r o p o r t i o n a l  t o  
t h e  l e n g t h  o f  K ) . F o r  e a c h  a t t r i b u t e  a p p e a r i n g  i n  В n B ^ - s ,  
we c o n s t r u c t  a  l i n k e d - l i s t  f o r  e a c h  В П В . a l s o  we c o n s t r u c tl
a  c o u n t e r .
A I g o r i t h m  2 . 8 : W i t h  t h e  l i n e a r  t i m e .
INPUT: К = B^} i s  a  S p e r n e r  s y s t e m  o v e r
fi = an d  В i s  a  k e y .
OUTPUT: A € H, w h e r e  H_1 = K.
DATA STRUCTURES :
1) КС 1 :mD i s  a n  a r r a y  w h i c h  c o n t a i n s  t h e  e l e m e n t s  o f  K.
2) D C 1 : m , 1 : n 3  i s  a w o r k  a r r a y .
3) MC1:m3 i s  a work  a r r a y ,  w h i c h  c o n t a i n s  В n B ^ - s .
4) CCl :m3 i s  a n  a r r a y  o f  c o u n t e r s .
5) L C l : n 3  i s  a n  a r r a y  o f  l i s t s .
6) A T 1 d : n 3  i s  a  work  a r r a y .
7) A T 2 d : n 3  i s  a  work  a r r a y .
8) A i s  a  w o r k  v a r i a b l e .
9) В i s  a  k e y  t h e  s e t  o f  a t t r i b u t e s .
10) D1 i s  a  w o r k  v a r i a b l e .
P r o c e d u r e  MI NI KEY3 ( K, B) :
KEZDET: A ^  О;
f o r  i  1 u n t i l  n do
b e g i n  AT1CÍ3-M; АТ2С13-Ч; LCÍ3 « 0 e n d ;  
f o r  i  ■«- 1 u n t i l  m do  b e g i n  ( [ i ]  ■*- 0 ;
M[i3- ' -Bn(f i \KCi] )  e n d ;  
f o r  i  1 u n t i l  m do
f o r  e a c h  c 6 MCiD do  
b e g i n  CCi D^ CCi :  + 1 ; D ( i fCCi3)-*-c;-tLCxDU{i} endf
CIKLUS1 : f o r  i  1 u n t i l  m do
b e g i n
f o r  г ■*- 1 u n t i l  CCi :  do
b e g i n  i f  AT2(DC i , с I ) = О t h e n  go  t o  UTOLSO; 
i f  AT 1 ( D C i  , t ] ) = 
b e g i n
-  1 2 4  -
1 t h e n
C I K L U S 2 : f o r  e a c h  q € L( DCi , TH)  d o  
i f  CLq:  = 1 t h e n  b e g i n  A«-A U { DC i  , т П } ; AT2(DCi, cn)-HD;
go  t o  UTOLSO e n d ;  
f o r  e a c h  q 6 L ( D C i , x n )  d o
b e g i n  C C q n ^ C C q n - l ; AT 1 ( DCi , r e n d  end  
e n d  ;
UTOLSO: empty-
e n d ;
r e t u r n  A.
I n  K E Z D E T - s e c t i o n  we c o n s t r u c t  C C i n - c o u n t e r s  ( CCi 3=j B П B^j ) , 
L C i n - l i n k e d  l i s t s  a n d  D C i , c n - s ,  w h i c h  c o n t a i n  t h e  В П B ^ - s  . 
By ( В Л В^ Í <_ n t h e  a l g o r i t h m  r e q u i r e s  0 ( j К j ) e l e m e n t a r y
o p e r a t i o n s  i n  t h e  K E Z D E T - s e c t i o n .
I n  t h e  C I K L U S 2 - s e c t i o n  i f  a 6 A, t h e n  АТ2СаП = 0 ,  a n d  i f  
a  £ A, t h e n  ATI Can = 0 .  C o n s e q u e n t l y ,  i n  t h e  w o r s t - c a s e  t h e  
n um ber  o f  i t e r a t i o n  o f  CIKLUS2 i s  n o t  g r e a t e r  t h a n  n .  I t  i s  
o b v i o u s  t h a t  [ L C i П j £  m (Vi  : 1 _< i  _< n) . H en ce  i n  t h e  
C I K L U S 2 - s e c t i o n  t h e  a l g o r i t h m  r e q u i r e s  0(n*m)  e l e m e n t a r y  
o p e r a t i o n s .  I f  АТ1СаП = 1 А АТ2СаП = 1  i s  t r u e ,  t h e n  
CIKLUS2 w o r k e s ,  c o n s e q u e n t l y ,  i n  t h e  CIKLUS 1- s e c t i o n  t h e  
a l g o r i t h m  a l s o  r e q u i r e s  0 ( | К | )  e l e m e n t a r y  o p e r a t i o n s .  T h a t  
i s  t h e  a l g o r i t h m  2 . 8  h a s  a  t i m e  c o m p l e x i t y ,  w h i c h  i s  p r o p o r ­
t i o n a l  t o  t h e  l e n g t h  o f  K.
From P r o p o s i t i o n  2 . 6  we h a v e
C o r o l l a r y  2 . 9 .  The  a l g o r i t h m  2 . 8  d e t e r m i n e s  one  m i n i m a l  k e y  
a n d  i t s  t i m e  c o m p l e x i t y  i s  0 ( J К J ) .
L e t  ß = Í 1 , . . . , n} and  P (il) i t s  p o w e r  s e t , G C P (ß ) . 
we d e f i n e  MIN(G) a s  f o l l o w s :
MIN(G) = A, w h e r e  A i s  a n  e l e m e n t  o f  G s u c h  t h a t  
IA| = m in i  IA± | : A± G G } .
I f  A C  ß a n d  А ф 0 ,  t h e n  'V’(A) = a ,  w h e re  a  i s  an  
a r b i t r a r y  e l e m e n t  o f  A.
К = i s  t h e  s e t  o f  a n t i  k e y s  o f  К a n d  В i s  a
k e y .  D e n o t e  = { в  П B ^ , . . . , B  П B^} . By Lemma 1 .1  В D B ^ 0
(Vi : 1 i  _< m) . L e t  В П B^ = b | ,  t h a t  i s :
= { В  ^ , . . . , B ^ } . I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  c a n  o c c u r  i , c ( i  ф г)
в1 = B^ . Then we c o n s i d e r  t h e m  a s  tw o  d i f f e r e n t  e l e m e n t s ,  
i  г
L e t  m = r 1 •
L e t  К b e  a  S p e r n e r - s y s t e m  o v e r  ft =  { 1 , . . . , п }  a n d
_  1
F o r  e v e r y
F
G
i+1
i+1
i  ( i  >
= { B^ €
-  lB î  4
1) we d e f i n e  a s  f o l l o w s :
G± : \ f  (MIN (G± ) ) 0 В a nd
MIN(G±) : B ^ - e  F±+1> = ÍB^+1 • /
i + 
r + }.
From | f t |  i s  f i n i t e ,  i t  i s  c l e a t  t h a t  t h e r e  i s  a  n a t u r a l  
member p s u c h  t h a t  G^ ф 0  b u t  Fp+-] = 0*
I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  p £  m i n ( n , m )  a n d
*\7'(MIN(Gi ) ) ф ^ ( M I N i G  ) ) , w h e r e  1 < i  < p ,  1 1  T 1  P-
i  Ф C •
By |MIN(Gi ) |  £  jB.Jl and i f  F ±+1 ф 0 th e n  
B* \  MIN(Gi ) ф 0 .
T h u s , Gi+1 ф 0 .
P
P r o p o s i t i o n  2 . 1 0 .  A = У {ДГ(МШ (Gi ) ) } i s  a  m i n i m a l  k e y .
P r o o f .  From t h e  d e f i n i t i o n  o f  G^ (1 <_ i  p) , f o r  e v e r y  
B^ (1 £  r £  m) t h e r e  e x i s t s  a  F^  s u c h  t h a t
Ü — 12 < £ < p+1 , a n d  t h e r e  i s  a  В s u c h  t h a t
— -  * q
£  —  1
Bq  e  Gt - 1  \  F t '  V 1 ' 6 !  <Where 1 i ‘3 - ' C* - 1 ) -
C o n s e q u e n t l y ,  \ / ( M IN  (GJl_ 1 ) ) 6 B.J. T h a t  i s  А П(В П B.f ) ф 0
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(VJ : 1 < J  < m ) .  H e n c e  A В (V : 1 £  £  m) . L e t  D
b e  a  p r o f e r  s u b s e t  o f  A, i f  | a | = 1 ,  t h e n  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  
A i s  a  m i n i m a l  k e y .
I f  t h e r e  i s  a  (MIN (G^) ) (1 < i  < p) s u c h  t h a t
(MIN (G^) ) E A\D,  t h e n  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a 
В П Bx (1 £  T £  m) s u c h  t h a t  MIN (G . ) Ç. В П B T. From t h e  d e f i ­
n i t i o n  o f  G^ and  b y  A c :  в we h a v e  A \ \ / ( M I N ( G ^ ) )  Ç  В .
I t  i s  o b v i o u s  t h a t  D C  А\\У (MIN (G^ ) ) , c o n s e q u e n t l y  D c b  .
By Lemma 1 . 4  A i s  a  m i n i m a l  k e y .  The t h e o r e m  i s  p r o v e d .
E x a m p l e  2 . 1 1 .  L e t  U = { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 }  a n d  К  ^ = {B.j ,B2 , B 3 } ,  
B1 = { 1 , 3 , 5 } ,  B2 = ( 1 , 3 , 4 , 6 } ,  B3 = { 2 , 3 , 4 , 5 , 6 } .  Then  
l e t  В = B3 П { 1 } .  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  
1 / (MIN(G1 ) )  = ( 1 ) ,  F 2 = { { 2 , 4 , 6 }  , { 2 , 5 } } .
MIN(G2 ) = { 2 , 5 } .  I f  \ f (M IN (G 2 ))  = {2} t h e n  F 3 = 0 .  T h a t  i s  
A^ = Í 1 , 2 }  i s  a  m i n i m a l  k e y .  I f  l / (M IN (G 2 ) )  = { 5 } ,  t h e n  
F 3 = { 2 , 4 , 6 }  an d  G3 = { 4 , 6 } .  I t  i s  c l e a r  t h a t  i f  
^ ( M I N ( G 3 ))  = { 4 } ,  t h e n  A2 = { 1 , 5 , 4 }  i s  a  m i n i m a l  key  
i f  (MIN(G3 ))  = { 6 } ,  t h e n  A3 = { 1 , 5 , 6 }  i s  a  m i n i m a l  k e y .
-  'I
Remark  2 . 1 2 .  L e t  К b e  a S p e r n e r - s y s t e m ,  К = { B ^ , . . . , B m}
i s  t h e  s e t  o f  a n t i  k e y s .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  B^ U {a}  (a 0 B^)
(Vi : 1 £  i  £  m) i s  a  k e y .  I t  i s  b e s t  t o  d e n o t e  \ / (M IN (G^))  = a
a n d  G2 = { Bi n B  : a  € В a n d  В E K_ 1 } .
By P r o p o s i t i o n  2 . 1 0  we c o n s t r u c t  a  a l g o r i t h m  w h i c h  f i n d  a 
m i n i m a l  k e y .  I n  f i r s t  t i m e  we c o n s t r u c t  a  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m .
INPUT: К i s  a  s e t  o f  n o n - n e g a t i v e  i n t e g e r s  a n d  t h e r e  e x i s t s
а  к (к  E К) s u c h  t h a t  к  ф 0 .  р i s  t h e  n um ber  o f  e l e m e n t s  
o f  K, d e n o t e  К = { КС 1 В, . . . ,KCp ] } .
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OUTPUT: i ,  w h e r e  1 £  i  p  , KEi3 = min{KEJ3 e K:KEJ3 ф 0} .
DATA STRUCTURES
1) KE 1 : m3 i s  a n a r r a y ,  w h ic h  c o n t a i n s  t h e  e l e m e n t s  o f  К
2) A ,В a r e  w o r k v a r i a b l e s .
3) M c o n t a i n s  t h e  n u m b e r  p w h i c h  i s  t h e  nu m b er  o f  
e l e m e n t  o f  K.
I t  i s  c l e a r  t h a t  p £  m.
P r o c e d u r e  M I N I ( K , M ) :
A +- K[ 1 3; B^1 ; ;
f o r  i  «- 1 u n t i l  M d o
i f  Ki . i l  Ф О t h e n  b e g i n  A K E i 3 ,  В i  g o t o  T1 e n d ;
T1 : f o r  i  *■ 1 u n t i l  M do i f  KEÍ3 ф О Л KEÍ3 < A 
t h e n  b e g i n  A ■*- K E i 3 ;  BEi3;  В i  e n d ;
A l g o r i t h m  2 . I S .  W i th  a  q u a d r a t i c  t i m e .
INPUT: К = { B ^ , . . . , B m) i s  a  S p e r n e r - s y s t e m  a n d  В i s  a  k e y
OUTPUT: T G H, w h e r e  H-1 = K.
1 ) KE1 : m3 i s  a n a r r a y  w h ic h  c o n g a i n s t h e  e l e m e n t s
2) В i s a  s e t  o f a t t r i b u t e s  w h i c h  i s  a k e y .
3) ME 1 : m3,  CE 1 : m3 a r e  w ork  a r r a y .
4) D, D -j , D2 ,T ,N  a r e  w o r k  v a r i a b l e s .
5) Nr N2 a r e  w o rk v a r i a b l e s .
P r o c e d u r e  MINIKEY4 (K,B) :
KEZDET: f o r  i  ■*- 1 u n t i l  m do b e g i n  C Ci]  *■ 0 ;
ME i  3 + В fl (U \K E i3 )  e n d ;  
f o r  i  +■ 1 u n t i l  m do
f o r  e a c h  J  6 MEi3 do  CEi3  «- CEi3  + 1; 
T ■+- 0 ;  D ^ m ;
CIKLUS: w h i l e  D f  0  d o  b e g i n  D1 *■ D; D2 M IN 1(C ,D 1) ;
N M(D2 ) ;
s e l e c t  ELEM f r o m  N; T <- T U {ELEM}; D •*- 0 ;  
f o r  i  «- 1 u n t i l  D1 do
i f  ELEM £ M Ci:  t h e n  b e g i n  D D+1; M(D) M C i : \ N ;  
N1 «- MC i  D N? N2 «- I N1 j ; C(D) «- C i l i  -N2
e n d
e n d ;
r e t u r n  T .
I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t h e  a l g o r i t h m  2 . 1 3  i s  e f f e c t i v e ,
i f  ELEM i s  a  common e l e m e n t  o f  many B ^ .J
I n  K E Z D E T - s e c t i o n  t h e  a l g o r i t h m  r e q u i r e s  0 (n*m )  e l e m e n t a r y  
o p e r a t i o n s .  I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  MINI r e q u i r e s  0(m) 
e l e m e n t a r y  o p e r a t i o n s ,  w h e r e  m i s  t h e  n um ber  o f  t h e  e l e m e n t s  
o f  K.
I t  i s  o b v i o u s  t h a t  i n  t h e  C I K L U S - s e c t i o n  t h e  a l g o r i t h m
A
0 ( n  Z A . )  e l e m e n t a r y  o p e r a t i o n s ,  w h e r e  A i s  t h e  num ber  
i=  1
o f  i t e r a t i o n s  o f  CIKLUS, Ä, i s  t h e  v a l u e  o f  D1 i n  t h e  i - t h  
i t e r a t i o n  o f  CIKLUS. I t  i s  c l e a t  t h a t  A <_ n a n d  _< m (V i)
From p r o p o s i t i o n  2 . 1 0  we h a v e :
C o r o l l a r y  2 . 1 4 :  The  a l g o r i t h m  2 .1 3  d e t e r m i n e s  o n e  m i n i m a l
k e y  a n d  i t s  t i m e  c o m p l e x i t y  i s  n o t  g r e a t e r  t h a n  O ( n Í K j ) ,  
w h e r e  К i s  a  S p e r n e r - s y s t e m .
By p r o p o s i t i o n  2 . 1 0 ,  w i t h  t h e  a i d  o f  l i n k e d  l i s t s  a n d  c o u n t e r s  
we c o n s t r u c t  a  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m .
A l g o r i t h m  2 . 1 5 :  W i th  a  l i n e a r  t i m e .
INPUT: К = { В ^ , . . . , В  } i s  a  S p e r n e r - s y s t e m  o v e r
Í2 = { l , . . . , n }  a n d  В i s  a  k e y  o f  H,  w h e r e  H = K.
1 3 0
OUTPUT: T e  H
1) КС1:ш: i s  a n  a r r a y ,  w h i c h  c o n t a i n s  t h e  e l e m e n t s  o f  K.
2) M = { 1 , 2 , . . . , n }  i s  a  s o r t e d  l i s t .
3) В i s  a  k e y .
4) M 1c1 :n3 ,  M2:l :mD a r e  w ork  a r r a y .
5) ATC1 : n l , L C l : n ] ,  CCl : mD a r e  w o rk  a r r a y .
6) T,B1 , B 2 , D 1 , D 2 , A 1 , A 2 , A 3 ,M3 a r e  w o r k  v a r i a b l e s .
Procedure MINIKEY5 (К , В ) :
KEZDET: T 0 ;  f o r  i  +■ 1 u n t i l  m d o  CCiD 0 .
f o r  i  1 u n t i l  n  do  b e g i n  ATCiH 1;
L C i :  *- 0 e n d ;
f o r  i  ■*- 1 u n t i l  m do
b e g i n  B1 -ь ВП (ß \K C i  3 ) ; М2 C i  3 ^  B1 ; 
f o r  e a c h  J  £ B1 do
b e g i n  C C i ] + CCÍ3+1;  L E J :  LCJ3 U { i }  e n d
e n d ;
f o r  i  1 u n t i l  n do  M U i ]  +■ M \L L i3 ;
D1 •*- m; А З ^ О ;  B2 m;
CIKLUS: W h i l e  D1 ф 0  d o  b e g i n  D2 ■«- MINI (C ,B 2)  ; A1 1 ;
f o r  e a c h  J  G M2(D2)  f o
b e g i n  i f  ATCJ3 = 0 t h e n  g o t o  UTOLSO
i f  ATCJ3 = 1 A Al = 1 t h e n  b e g i n  
T 4- TU{ J } ; A1 4- 0 ;
A2 ■*- J ;  f o r  e a c h  q G L( D2)  do 
i f  CCq] ф 0 t h e n  b e g i n  
A3 «- A3+1 ; CCqU = 0 e n d ;  
g o t o  UTOLSO e n d ;
a t e j : 4- о,- м3 Ч- l c j : n mi  (a 2 ) ;
f o r  e a c h  q М3 d o  i f  C q  ф 0
1 3 1
UTOLSO: e m p ty
e n d ;
D1 + m -  A3 
e n d ;
r e t u r n  T .
I t  i s  c l e a r  t h a t  LCi ]  (Vi  : 1 <_ i  _< n)  i s  a s o r t e d  l i s t ,  
c o n s e q u e n t l y  MC i 3 M-LCiH r e q u i r e s  0(m)  e l e m e n t a r y  o p e r a ­
t i o n s .  T h u s ,  i n  t h e  K E Z D E T - s e c t io n  t h e  a l g o r i t h m  r e q u i r e d  
0( n*m)  e l e m e n t a r y .
I t  i s  c l e a r  t h a t ,  b y  LCJ3, M1(A2) a r e  s o r t e d  l i s t s ,
LCJ3 П M1(A 2 ) r e q u i r e s  0(m)  e l e m e n t a r y  o p e r a t i o n s .  F rom  
t h e  num ber  o f  i t e r a t i o n  o f  CIKLUS i s  n o t  g r e a t e r  t h a n  
mi n ( n , m)  i n  t h e  C I K L U S - s e c t i o n  t h e  a l g o r i t h m  r e q u i r e s  0 ( n * m)
( i . e .  0 ( I К j ) )  e l e m e n t a r y  o p e r a t i o n s .
By P r o p o s i t i o n  2 . 1 0  we h a v e :
C o r o l l a r y  2 . 1 6 :  The  a l g o r i t h m  2 . 1 5  d e t e r m i n e s  o n e  m i n i m a l
k e y  a n d  i t s  t i m e  c o m p l e x i t y  i s  О ( | К j ) .
Remark  2 . 1 7 :  L e t  R b e  a  r e l a t i o n  o v e r  ft, R = { h . , . . . , h „ } ,1 m
l e t  E-j = { a  6 ft : h . ( a )  = h T ( a ) } ,  w h e r e  
J  1 и
1 < i  < m, 1 < ^ J < _ m  a n d  i  ф J .  D e n o t e
M = Í E .  : ЭЕ : E.  с  E } .  I n  C 4□, E. i s  c a l l e d  t h e  
XJ  s t  s t  XJ
e q u a l i t y  s e t  o f  t h e  r e l a t i o n  R. P r a c t i c a l l y ,  i t  i s  p o s s i b l e
t h a t  t h e r e  a r e  many E-j w h ic h  e q u a l  t o  e a c h  o t h e r .  We c h o o s e
o n e  E^ f r o m  M. A c c o r d i n g  t o  Lemma 1 . 2  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  M
i s  t h e  s e t  o f  a n t i  k e y s .  From g i v e  a l g o r i t h m ,  w h i c h  w e r e  
c o n s t r u c t e d ,  b y  Rem ark  2 . 1 7  we f i n d  m i n i m a l  k e y s .
1 3 2
Examp l e  2 . 1 8 : L e t tt = {1 ,2 , 3 , 4 , 5 , 6}
R e l a t i o n R: 0 1 О 0 1 0
1 0 1 0 0 1
2 0 0 1 2 2
0 1 2 2 0 3
3 2 1 0 0 0
I t  c a n  be  s e e n  t h a t M = { (1 , 2 ) , ( 3 , 4 , 5) , ( 4 , 6 ) }  , w h e r e
E 14 = Í 1 , 2 } , E 1 5 = {4, 6} a n d E 25 = {3 , 4 , 5 } .  I t i s  o b v i o u s
E. U {1} = { 1 , 4 , 6 }  i s  a  k e y .  S u p p o s e  t h a t  we u s e  
A l g o r i t h m  2 . 3 ,  t h e n  we h a v e :
I f 1-3 0
и 4^ / 6} , t h e n  {1 , 4 } ,  { 1 , 6 }  a r e  m i n i m a l  k e y s .
I f To = . { 3 ) 0 e 14 , t h e n { 1 , 3 } , { 2 , 3 }  a r e  m i n i m a l  k e y s
I f To = E25 U {2} t h e n { 2 , 4 } , { 2 , 5 }  a r e  m i n i m a l  k e y s .
3 . ALGORITHMS CONNECTED WITH ALL THE MINIMAL KEYS AND 
ANTI KEYS
I n  t h i s  s e c t i o n  we i n v e s t i g a t e  tw o  a l g o r i t h m s :  a  f i r s t  
a l g o r i t h m  f i n d  a l l  t h e  a n t i  k e y s  a n d  a  s e c o n d  a l g o r i t h m  f i n d  
a l l  t h e  m i n i m a l  k e y s .
Now we c o n s t r u c t  an  a l g o r i t h m ,  w h i c h  f i n d  t h e  s e t  o f  
a n t i  k e y s .
L e t  К = { В_| , , B^} b e  a  S p e r n e r - s y s t e m  o v e r  $2 . We
-1
h a v e  t o  c o n s t r u c t  К . F o r  e v e r y  t  = 1 , . . . ,m we c o n s t r u c t
_ 'I
Kt  = { B .J , . . . , В by i n d u c t i o n .
S t e p  t+1:  By t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s  we h a v e  c o n s t r u c t e d
_1
Kt  = {B .J , . . . , B^_} . C o n s t r u c t  Kt + -| a s  f o l l o w s  :
We s u p p o s e  t h a t  , . . . , a r e  t h e  e l e m e n t s  c o n t a i n i n gX*
U {A 6 Kt  : Bt+1 /  A}.
D e n o t e  {A G : Bt + -| /  A} b y  . I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  i n
s o n e  c a s e s  i t  i s  p o s s i b l e  t h a t  F^  = 0  and  f o r  e v e r y  
t  ( 1 <_ t  <_ m - 1 ) we h a v e  {X ^ , . . . , X^ } ф 0 .
F o r  e v e r y  i  ( i  = 1 we c o n s t r u c t  t h e  a n t i  k e y s  o f
o n  X^ i n  t h e  a n a l o g o u s  way o f  a s  i n  s t e p  1 ,  w h i c h
a r e  t h e  m a x i m a l  s u b s e t s  o f  X^ n o t  c o n t a i n i n g  B -^ + i • D e n o t e
t h e n  by  A^ , . . . , A^ ( i  = 1 .I R .1
L e t  Kt+1 = {A j  : A j  £  A, i f  A F t , 1 < J  < R^, 1 < i  < x,} и Ffc.
T he or em  3 . 1 .  ( E 5 1 ) F o r  e v e r y  t  (1 <_ t  £  m) t h e n  
Kt  = { B1 , . . . .  T h a t  i s  К " 1 = К .
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I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  К a n d  К a r e  d e t e r m i n e d  u n i q u e l y  
b y  e a c h  o t h e r .  B e c a u s e  o f  t h i s  f a c t ,  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  К 
d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  o r d e r  o f  s e q u e n c e  { B ^ , . . . , B m}.
From t h e  t h e o r e m  3 .1  we c o n s t r u c t  a  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m .
A l g o r i t h m  3 . 2 :  f i n d  a l l  t h e  a n t i  k e y s .
INPUT: К = { B _ j , . . . , B m} i s  a  S p e r n e r - s y s t e m  o v e r  M = { 1 , . . . ,
OUTPUT: M, w h e r e  M = К ^
DATA STRUCTURES:
1) KE 1 :m3 i s a n a r r a y , w h ic h c o n t a i n s t h e e l e m e n t s o f  K.
2) ME 1 : pH i s a n a r r a y , w h ic h c o n t a i n s t h e e l e m e n t s 0 Ml Я
1
a nd  p = ( n ) 4 n / 2 : ; •
3) NE 1 : p3 i s a n a r r a y , w h i c h c o n t a i n s AJ - ■s.
4) A 1 , D 1 ,D 2 , D 3 , D4 a r e  w ork  v a r i a b l e s .
Bt + i o£ Kt
T h a t  i s :
Kt  =
P r o c e d u r e  ANTIKEYS ( K, M) :
MC 1 3 ft; D1 1 :
CIKLUS: f o r  i  +■ 1 u n t i l  ш do
b e g i n  D2 0 ;  D3 0 ;  
f o r  J  1 u n t i l  D1 do
b e g i n  i f  КС i  3 <_ MCJ3 t h e n  f o r  e a c h  q  6 KCi 3 do
b e g i n  D2 D2+1;N(D2) 4~ M C J3 \{ q } ;  
go  t o  UT0LS01 
e n d ;
D3 D3+1 ; M(D3)  MCJ3;
UT0LS01 : e m p ty  end ;  D4 + D3;
i f  D3 = 0 t h e n  b e g i n  D4 D2; f o r  q «- 1
u n t i l  D2 d o  
MCq 3 NCq3; go t o  UTOLSO 3
e n d ;
f o r  q  «- 1 u n t i l  D2 do  b e g i n  A1 •*- 1 ; 
f o r  p 1 u n t i l  D3 do
i f  NCq3 СМСрЗ t h e n  b e g i n  A1 +■ 0 ;
g o  t o  US0LS02 e n d ;
UT0LS02 : i f  A1 = 1 t h e n  b e g i n  D4 D4+1; M(D4)  «- NCq3 e n d
e n d  ;
UT0LS03 : D1 D4
e n d .
I t  i s  o b v i o u s  t h a t  m i s  t h e  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n  o f  CIKLUS. 
D e n o t e  KQ = { ft} .
-  1 3 4  -
I f  К . = { X , X } U F . ,  w h e r e  В . , с. X ,  (1 < J  < г . )  and  
l  I T 2 1  X +  I — e  — — 1
t-  A) ,F . = {A G К . 1 1 Вi+1 i s  t h e  number  o f  t h e  e l e m e n t s  o f
K^,  t h e n  i n  t h e  i+1 - t h  i t e r a t i o n  o f  CIKLUS t h e  a l g o r i t h m  
2
r e q u i r e s  0 ( n  ( x — c ^ ) x ^ )  e l e m e n t a r y  o p e r a t i o n s ,  w h e r e
с = Ü = о о < i a n d  t h e  a l g o r i t h m  r e q u i r e s1 i f
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Û ( n  (Jt. Х ± ) e l e m e n t a r y  o p e r a t i o n s  i f  к .  = г.
By T h e o re m  3 . 1 ,  we h a v e :
C o r o l l a r y  3 . 3 :  The a l g o r i t h m  3 . 2  d e t e r m i n e s  t h e  s e t  o f  a l ln m- 1
a n t i  k e y s  a n d  i t s  t i m e  c o m p l e x i t y  i s  0 (n^ 1  r ^ t ^ ) , w h e r e
r i=  1
i f  Т 1 <£д_, 
i f  с±= * ± .
I'c a n  b e  s e e n  t h a t  when t h e r e  a r e  o n l y  a few m i n i m a l  k e y s  
( i . e .  m i s  s m a l l ) .  A l g o r i t h m  3 . 2  i s  v e r y  e f f e c t i v e .  I n  
c a s e s ,  f o r  w h i c h  _< (Vi  : 1 £  i  _< m-1 ) , i t  i s  o b v i o u s
t h a t  o u r  a l g o r i t h m  r e q u i r e s  a  n u m b e r  o f  e l e m e n t a r y  o p e r a t i o n s  
w h ic h  i s  n o t  g r e a t e r  t h a n  0 ( n 2 |K |  j K- 1 | 2 ) .  T h u s ,  i n  t h e s e
_ I
c a s e s  A l g o r i t h m  3 . 2  f i n d s  К i n  p o l y n o m i a l  t i m e  i n  
| f t | ,  I kJ a n d  [К ^I . I n  i l l ,  i t  h a s  b e e n  p r o v e d  t h a t  t h e  
w o r s t - c a s e  t i m e  o f  o u r  a l g o r i t h m  c a n  n o t  be  t h a n  e x p o n e n t i a l  
i n  t h e  n u m b e r  o f  a t t r i b u t e s .
Ex amp l e  3 . 4 .  L e t  ft = { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 }  a n d  
К = { (1 , 2)  , ( 2 , 3 , 4 )  , ( 2 , 4 , 5 )  , ( 4 , 6 ) } .
From T h e o r e m  3 .1  an d  A l g o r i t h m  3 . 2  we h a v e
K 1 = { ( 1 , 3 , 4 , 5 , 6 ) ,  ( 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ) } ;
К2 = { ( 1 , 3 , 4 , 5 , 6 ) , ( 2 , 3 , 5 , 6 ) , ( 2 , 4 , 5 , 6 ) }  ;
K 3 =  { ( 1 , 3 , 4 , 5 , 6 ) , ( 2 , 3 , 5 , 6 ) , ( 2 , 4 , 6 ) } ;
K4  = { ( 2 , 3 , 5 , 6 )  , (1 , 3 , 4 , 5 )  , (1 , 3 , 5 , 6 )  , ( 2 , 4 ) }
I t  i s  o b v i o u s  t h a t  К = K4 .
We c o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  m a t r i x :
The a t t r i b u t e s :
By Ck 1 , M r e p r e s e n t s  K.
Now, we c o n s t r u c t  a n  a l g o r i t h m ,  w h i c h  f i n d  t h e  s e t  o f  a l l  
m i n i m a l  k e y s .  I n  t h i s  p a p e r ,  i t  i s  l a s t  a l g o r i t h m .  I n  f i r s t  
t i m e  we h a v e
T h e o r e m  3 . 5 :  L e t  H b e  a  S p e r n e r - s y s t e m  o v e r  S2 a n d
H i s  t h e  s e t  o f  a n t i  k e y s  o f  H, К с. н .
T h e n :  К <t н a n d  К Ф 0 i f  a n d  o n l y  i f  t h e r e  i s  a
B (B G P (fl) ) s u c h  t h a t  B C K  ^ a n d  В ф. В^ ( Vi : 1 <_ i  _< m
P r o o f .  S u p p o s e  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  В s u c h  t h a t  B G К 
an d  B ^  B^ ( V i  : 1 < i  < m ) . From t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e
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s e t  o f  a n t i  k e y s  a n d  by  К ^ 0 .  We h a v e  К ф 0 ,  a n d  f o r  
a l l  С (C G К ) , B n o t  c o n t a i n s  C. I f  t h e r e  i s  a  B. s u c h
_ -J
t h a t  B^ G H a n d  B^ d B ,  t h e n  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  В i s
a k e y .  I f  H и В i s  a  S p e r n e r - s y s t e m ,  t h e n  by
T h eo rem  1.1  t h e r e  e x i s t s  a  c l o s u r e  o p e r a t i o n  F s u c h  t h a t
H = K p . I t  i s  c l e a r  t h a t  i f  F( B)  ф Ti, t h e n  f r o m  Lemma 1 .2
-1
t h e r e  i s  a  B ^ ( B ^  G H ) s u c h  t h a t  F( B)  £  B^ .  C o n s e q u e n t l y ,  
В c  B^.  T h i s  c o n f l i c t s  w i t h  t h e  f a c t  t h a t  B j è  B^ (Vi :1 <i<^m)
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T h a t  i s  В i s  a  k e y .  H e n ce  t h e r e  i s  a n  A ( A ç i ! )  s u c h  t h a t  
A В a n d  A 6 H \  K.
I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  К с: H.
C o n v e r s e l y ,  we s u p p o s e  t h a t  К с .  H a n d  К f  0 .  I t  i s  o b v i o u s
t h a t  t h e r e  i s  a n  A s u c h  t h a t  A E H \  K. F rom  H i s  a
S p e r n e r - s y s t e m  we h a v e  A U K  i s  a  S p e r n e r - s y s t e m .  D e n o te  В
t h e  b i g g e s t  s e t  s u c h  t h a t  A et В a n d  B U К i s  a l s o  a
S p e r n e r - s y s t e m .  I t  i s  c l e a r  t h a t ,  В a l w a y s  e x i s t s  and  f r o m
_ 1
t h e  d e f i n i t i o n  o f  a n t i  k e y s  we h a v e  B G К
I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  A sê B^ (Vi : 1 < i  < m) b y  А в H an d
f r o m  Lemma 1 . 4 .  By A В we h a v e  В B^ (V i  : 1 £  i  <_ m) . 
The t h e o r e m  i s  p r o v e d .
L e t  K = { B . J , .  .  .  ,  B ^ } b e  a  S p e r n e r - s y s t e m  o v e r  S2.
_ Л
We h a v e  t o  c o n s t r u c t  H, w h e r e  H ' = K. We c o n s t r u c t  H by  
i n d u c t i o n .
-1
S t e p  г + l :  I f  t h e r e  i s  a  B G К. s u c h  t h a t
В $£ B j  (VJ : 1 £  J  <_ m) , t h e n  b y  a n  a l g o r i t h m  w h i c h  f i n d
a m i n i m a l  k e y ,  we c o n s t r u c t  o n e  m i n i m a l  k e y ,  A^+  ^ (A^+ .j Ç , B) 
a n d  l e t  Ki + -| = K-j_ U {А^+ ^ } .
C o n v e r s e l y ,  l e t  H = K^.
C o r o l l a r y  3 . 6 :  t h e r e  e x i s t s  a  n a t u r a l  number  p  s u c h  t h a t
Kp = H.
N o t ,  we c o n s t r u c t  a  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m  by t h e  a i d  o f  t h e  
c o r o l l a r y  3 . 6 .
A l g o r i t h m  3 . 7 :  f i n d  t h e  s e t  o f  a l l  m i n i m a l  k e y s .
INPUT: K = { B . J ,  .  .  .  ,  Bm) i s  a  S p e r n e r - s y s t e m  o v e r
f i = { l , . . . , n } .
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OUTPUT: M, w h e r e  M = К. ( T h a t  i s  M i s  t h e  s e t  o f  a l l
m i n i m a l  k e y s ) .
DATA STRUCTURES:
1) KCl :m3 i s  a n  a r r a y ,  w h i c h  c o n s t a i n s  t h e  e l e m e n t s  o f  K.
2) MCI : p 0 i s  a n  a r r a y ,  w h i c h  c o n s t a i n s  t h e  s e t  o f  a l l
m i n i m a l  k e y s  a n d  p = ( n )
Cn/ 23
3) L d : p 3 ,  N [ 1 : p ]  a r e  w o r k a r r a y s .
4) B, KEY, A 1 , D 1, D2, D 3 , D 4 , D 5 , D6 a r e  w ork  v a r i a b l e s
5) MINIKEY5 (К , В) i s  a  p r o c e d u r e ,  w h i c h  f i n d  o n e  m i n i m a l
k e y .
P r o c e d u r e  MINIKEY SET ( K, M) :
D5 1; s e l e c t  ELEM f r o m  ( f t \ KCl 3 ) ;  В КС 1 3 U { ELEM};
MC 1 j MINIKEY5 ( К, В)  ; KEY + MC13;
LL 1 Л ■*- Й; D1 ■*- 1 ; D2 О; D3 «- О;
CIKLUS 1 : f o r  i  «- 1 u n t i l  D1 do
b e g i n  i f  KEY c  LCi 3  t h e n  f o r  e a c h
q 6 KEY do
b e g i n  D2 D2+1; N(D2)«- L C i 3 \ { a }  
g o  t o  UT0LS01
e n d ;
D3 ^  D 3 + 1 ; L(D3) LCÍ 3
UT0LS01 : e m p t y  e n d ;  D4 •<- D3;
i f  D3=0 t h e n  b e g i n  D4 *■ D2; f o r  q ■<- 1
u n t i l  D2 t o  LCqD ^  NCq3;  go t o  UT0LS03 
e n d  ;
f o r  q  +■ 1 u n t i l  D2 do  b e g i n  A1 +• 1 ; 
f o r  p ■«- 1 u n t i l  D3 do
i f  NCq3 c-LCp3 t h e n  b e g i n  A1 +■ 0 ;  go  t o
UT0LS02 e n d ;
_  1
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UT0LS02: i f  A1 = 1 t h e n  b e g i n  D4 D4+1 ; L( D4)  +■ NCal e n d
e n d ;
UT0LS03: D1 ^  D4;
D6 «- D1 ;
CIKLUS2: f o r  i  ■*- 1 u n t i l  D1 do
f o r  p 1 u n t i l  m do
i f  LCi3  ф- KLp]  t h e n  b e g i n
KEY MI NI KEY5 ( K, LCi D) ,
D5 «- D5+1; M(D5) «- KEY; D1 D6;
go  t o  CIKLUS 1
e n d .
By t h e  p r o o f  i s  a n a l o g o u s  t o  t h e a l g o r i t h m  3 . 2  i t  i s  c l e a r  t h a t  
i f  к i s t h e  n u m b e r  o f  m i n i m a l  k e y s  ( t h a t  i s :  к i s  t h e  
member o f  i t e r a t i o n s  o f  CIKLUS 1-US0LS03 s e c t i o n )  t h e n  i n  t h e
CIKLUS1-UT0LS03 s e c t i o n  t h e  a l g o r i t h m  r e q u i r e s  
2 к -  1
0 (n  1 x . t . )  e l e m e n t a r y  o p e r a t i o n s  and  i n  t h e  CIKLUS2-
i=1 1 1 к
- s e c t i o n  t h e  a l g o r i t h m  r e q u i r e s  0 ( n * m 1 Л .) e l e m e n t a r y
i - 1  1
o p e r a t i o n s  ( s e e  t h e  a l g o r i t h m  3 . 2 ) .
C o n s e q u e n t l y ,  f r o m  T heorem  3 . 5  we h a v e .
C o r o l l a r y  3 . 8 :  The a l g o r i t h m  3 . 7  d e t e r m i n e s  t h e  s e t  o f  a l l
m i n i m a l  k e y s  a n d  i t s  t i m e  c o m p l e x i t y  i s  
k-1
0 ( n (  I  (m&. + n r . t . ) +m ) ) .  
i = l  1 1 1
I t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  a l g o r i t h m  3 . 7  i s  e f f e c t i v e ,  i f  t h e  
num ber  o f  m i n i m a l  k e y s  i s  n o t  b i g .  I n  C6 3, i t  h a s  b e e n  p r o v e d  
t h a t  t h e  w o r s t - c a s e  t i m e  o f  a l g o r i t h m  3 . 7  c a n  n o t  b e  m ore  
t h a n  e x p o n e n t i a l  i n  t h e  m ember  o f  a t t r i b u t e s .
E x a m p l e  3 . 9 :
- 1 4 0 -
L e t  H = { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6} a n d
R e l a t i o n  R: 0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1
2 1 0 2 3 1
3 2 0 1 0 1
1 1 0 1 3 0
I t  i s  c l e a r  t h a t  M = { ( 3 , 4 , 5 )  , ( 2 , 3 , 4 , 6 )  , ( 5 , 6 )  , ( 1 )  , ( 2 , 3 , 5 ) } ,  
w h e r e  E14 = { 3 , 4 , 5 } ,  E 15 = { 2 , 3 , 4 , 6 } ,  E 24 = { 5 , 6 } ,
E 25 = Í 1 } ,  E35 = { 2 , 3 , 5 }  .
From Lemma 1 . 2 ,  M i s  t h e  s e t  R.
By t h e  a i d  o f  A l g o r i t h m  3 . 7  we c o n s t r u c t  t h e  s e t  К s u c h  
t h a t  K_1 = M.
From t h e  MI NI KEY( M, ( 1 , 2 ) )  we h a v e  K1 = { A ^  = { 1 , 2 }  
a n d  K . , ' 1 = {  ( 2 , 3 , 4 , 5 , 6 )  , ( 1 , 3 , 4 , 5 , 6 ) } .
From  t h e  MI NI KEY5( M, ( 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ) )  we h a v e  
K2 = {Ar A2 } = { (1 ,2 )  , ( 4 , 5 , 6 ) } ,  a n d
K2 1 -  { ( 2 , 3 , 5 , 6 )  , ( 2 , 3 , 4 , 6 )  , ( 2 , 3 , 4 , 5 )  , (1 , 3 , 5 , 6 )  , ( 1  , 3 , 4 , 6 )  ,
(1 , 3 , 4 , 5 ) }  .
a n d  K ' 1 = { ( 2 , 3 , 5 , 6 )  , ( 2 , 3 , 4 , 6 )  , ( 2 , 3 , 4 , 5 )  , (1 , 3 , 5 , 6 )  ,
( 1 , 3 , 4 , 6 ) , ( 1 , 3 , 4 , 5 ) } .
By t h e  MINIKÉY5 (M, ( 2 , 3 , 5 , 6 ) )  we h a v e  A3 = ( 3 , 5 , 6 ) ,  a n d
K3 = { A. , A2 , A3 } ,  k“ 1 = { ( 2 , 5 , 6 )  , ( 2 , 3 , 4 , 6 )  , ( 2 , 3 , 4 , 5 )  ,
(1 , 5 , 6 )  , (1 , 3 , 4 , 6 )  , ( 1  , 3 , 4 , 5 ) }  .
From t h e  MI NI KEY5( M, ( 2 , 5 , 6 ) )  we h a v e  A4 = ( 2 , 5 , 6 ) ,  and
K " 1= { ( 2 , 3 , 4 , 6 ) ,  ( 2 , 3 , 4 , 5 ) ,  ( 1 , 5 , 6 ) ,  ( 1 , 3 , 4 , 6 ) , ( 1 , 3 , 4 , 5 ) } .
A c c o r d i n g  t o  t h e  MI NI KEY5( M, ( 2 , 3 , 4 , 5 ) ) ,  we h a v e  A^ = ( 2 , 4 , 5 ) ,
K5 = {A1 ,A 2 , A 3 ,A 4 ,A5 } a n d
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K5 1 = í ( 2 , 3 , 4 , 5 ) , ( 2 , 3 , 5 )  , ( 1 , 5 , 6 )  , ( 1 , 3 , 4 , 6 ) , ( 1 , 3 , 4 , 5 ) } .
From t h e  MI NI KEY5( M, ( 1 , 5 , 6 ) )  we h a v e  Ag = { 1 , 6 } ,  an d  
K~1= { ( 2 , 3 , 4 , 6 )  , ( 2 , 3 , 5 )  , ( 5 , 6 )  , ( 1 , 3 , 4 , 5 ) } .
By t h e  MI NI KEY5( M, ( 1 , 3 , 4 , 5 ) ) ,  we h a v e  A2 = { 1 , 5 }  a n d
K~1 = { ( 2 , 3 , 4 , 6 )  , ( 2 , 3 , 5 )  , ( 5 , 6 )  , ( 3 , 4 , 5 )  , (1 , 3 , 4 ) }  .
I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  A Q = ( 1 , 4 )  b y  t h e  MINIKEY5(M, ( 1 , 3 , 4 ) )  . 
C o n s e q u e n t l y ,  we h a v e  Ag = { 1 , 3 }  a n d
K“ 1 = { ( 2 , 3 , 4 , 6 )  , ( 2 , 3 , 5 )  , ( 5 , 6 )  , ( 3 , 4 , 5 )  , ( 1 ) } .
T h a t  i s :
К = { ( 1 , 2 ) ,  ( 4 , 5 , 6 ) ,  ( 3 ,5 ,6 ) ,  ( 2 , 5 , 6 ) ,  ( 2 , 4 , 5 ) ,  ( 1 ,6 ) ,  ( 1 ,5 ) ,  ( 1 , 4 ) ,  (1,3)}
-1
i s  t h e  s e t  o f  m i n i m a l  k e y s ,  b y  К _
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АЛГОРИТМЫ ДЛЯ НАХОЖДЕНИЯ МИНИМАЛЬНЫХ КЛЮЧЕЙ И АНТИ-КЛЮЧЕЙ В
РЕЛЯЦИОННЫХ БАЗАХ ДАННЫХ
By Диц Тхи 
Р е з ю м е
В с т а т ь е  р а б р а б о т а н о  сем ь  а л г о р и т м о в .  Пять  и з  них к а с а ю т ­
с я  н ах о ж д е н и я  о д н о г о  м и н и м а л ь н о г о  ключа / д в а  из  них л и н е й н ы е / .  
Один а л г о р и т м  е с т ь  д л я  н а х о ж д е н и я . в с е г о  м н о ж е с т в а  минимальных 
клю чей .  Один д л я  нахож ден ия  м н о ж е с т в а  а н т и - к л ю ч е й .
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BOOK REVIEW
M. V u k o b r a t o v i c , N. K i r c a n s k i , " R e a l - T i m e  D y n a m i c s  о-f  M a n i ­
p u l a t i o n  R o b o t s " ,  Comm, a n d  C o n t r o l  E ng .  S e r i e s  ( E d s . :
A.  F e t t w e i s ,  J . L .  M a s s e y ,  M. Thoma) , S c i e n t i f i c  F u n d a m e n t a l s  
o f  R o b o t i c s  4,  S p r i n g e r , B e r l i n - H e i d e l b e r g - N e w  Y o r k - T o k y o ,
1 9 8 5 ,  (Hard c o v e r ,  w i t h  43 f i g u r e s ) ,  p p . 1 - 2 3 9 .
In the book a new approach to the formation of robot dynamics 
is presented, to achieve the real-time model computation using 
up-to-date microcomputers. The generation of the nonlinear 
dynamic robot model in analytical form based on new theoretical 
results is described in the book. This give new possibilities 
concerning real-time applications. A closed-form algorithm is 
developed for dynamic model construction, which is less num e r i ­
cally burdened than previous algorithms. The linearized robot 
model in analytical form is also developed. The algorithm for 
linearized model construction may be posed either on the closed- 
-form model or on a specially defined operator for partial 
derivation of polynomial matrices. The sensitivity and approxi­
mate models in numeric-symbolic domain are also developed.
In the last chapter examples of various industrial robots are 
p r e s e n t e d .
The book is intendent for engineers engaged in applied robotics, 
especially in studying dynamics of robotic systems, synthesiz­
ing control algorithms and, first of all, in their microcomputer 
implementation for actual, complex tasks arising in industrial 
robotics. It is also intended for students enrolled in post­
graduate robotics courses.
The book is divided into 5 chapters: C h . I. Survey of computer- 
-aided robot modelling methods; C h . 2. Computer-aided method
for closed-form dynamic robot model construction; C h . 3. 
Computer-aided generation of numeric-symbolic robot model;
C h . 4. Model optimization and real-time program-code genera­
tion; C h . 5. Examples.
J ü r g e n  A c k e r m a n n j  " S a m p l e d - D a t a  C o n t r o l  S y s t e m s . i A n a l y s i s
a n d  S y n t h e s i s ,  R o b u s t  S y s t e m  D e s i g n ) " ,  Comm. a n d  C o n t r o l  Eng.  
S e r i e s  ( E d s . :  A.  F e t t w e i s ,  J . L .  M a s s e y ,  M. T h o m a ) , S p r i n g e r ,  
B e r l i n - H e i d e l b e r g - N e w  Y o r k - T o k y o , 1 9 85 ,  (Hard  c o v e r ,  w i t h  
152 f i g u r e s ) ,  p p . 1 - 5 9 6 .
The book is a revised translation of the second German edition 
of 1983 (the first German edition appeared in 197 2) .
While the first edition covered the analysis and synthesis of 
sampled-data systems, the second one extended the scope to 
design, in particular design for robustness of control system 
properties with respect to uncertainty of plant parameters.
This book provides the fundamental theory for the analysis 
and synthesis of the resulting sampled-data control systems.
It introduces to the design of controllers for robustness 
against structured plant uncertainties. It paves the way for 
interactive computer graphics design in parameter spaces. The 
hardware implementation of digital controllers for continuous 
plants is provided by microprocessors. The book is intended 
for engineers in industry as well as for graduate students 
and teachers of control engineering courses. It may be used 
in university courses at different levels.
The book has 9 chapters and 4 appendices:
Ch. 1. Introduction; C h . 2. Continuous systems;
Ch. 3. Modelling and analysis of sampled-data systems;
Ch. 4. Controllability, choice of sampling period and 
pole assignment; C h . 5. Observability and observers;
Ch . 6. Control loop synthesis; C h . 7. Geometric stability
investigation and pole region assignment; Ch. 8. Design of 
robust control systems; C h . 9. Multivariable systems;
A p p . A. Canonical forms and further results from matrix 
theory; App. B. The z-transform; App. C. Stability criteria 
App. D. Application examples.


